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Wstep

Odkrycie zbioréw analitycznych przypisuje sie Suslinowi [27], ktory podal definicje zbioru
analitycznego z uzyciem operacji (A), ale réwniez scharakteryzowal zbiory analityczne
na prostej jako rzuty podzbioréw borelowskich (lub podzbioréow typu Gs) plaszezyzny.
Wykazal on rowniez kluczowe twierdzenie o tym, ze istnieja zbiory analityczne nieborelowskie.
W latach miedzywojennych XX wieku opublikowano kilka interesujacych wynikéw pokazu-
jacych przyklady zbioréow analitycznych lub koanalitycznych nieborelowskich wystepuja-
cych w analizie rzeczywistej. Wsrod nich znane jest twierdzenie Mazurkiewicza [19] o tym,
ze rodzina wszystkich funkeji ciagtych na [0, 1] rozniczkowalnych w kazdym punkcie jest
zbiorem koanalitycznym nieborelowskim. Zainteresowanie takimi zbiorami wzmogto sie
poczawszy od lat 80-tych XX wieku, gdy odnotowano znaczny postep badan opisowej
teorii mnogosci (por. [21], [14], [26]). Pojawily sie techniki dowodowe, za pomoca
ktorych podano nowe dowody znanych twierdzenn oraz uzyskano nowe wazne rezultaty
dotyczace zbiorow analitycznych i koanalitycznych nieborelowskich wystepujacych w anal-
izie, topologii i teorii miary. Wérod tych technik dowodowych bardzo uzyteczna okazalta sie
metoda redukeji do znanych zbioréw IT{-zupelnych za pomoca funkgji ciaglej (borelowskiej).
W wielu przyktadach jako standardowy zbior IT11-zupelny wystepuje zbior W F drzew do-
brze ufundowanych na N.

W niniejszej rozprawie (rozdzialy 2-4) zbadano deskryptywna ztozonos¢ pewnych
naturalnych zbioréw wystepujacych w analizie rzeczywistej. W rozdziale 2 rozwazane
sa zbiory zwarte nalezace do hiperprzestrzeni IC(R) opisane przez zachowanie si¢ op-
eratorow porowatosci i gestosci Lebesgue’a. Pewne zbiory okazuja sie by¢ borelowskie
odpowiedniego poziomu, a inne II{-zupelne. Zastosowano metode redukcji do standard-
owych zbioré6w borelowskich odpowiedniego poziomu oraz do pewnej rodziny WF drzew
dobrze ufundowanych (ktora jest II}—zupelna). Najwieksza trudnoscig w tych dowodach
jest konstrukcja stosownego odwzorowania redukujacego (ciagtego lub borelowskiego). W

rozdziale 4 przedstawiono odpowiednig konstrukcje pokazujaca, ze zbior SSH™ wszystkich



autohomeomorfizmow przedziatu [0, 1] bez dodatniej i skoficzonej pochodne]j prawostron-
nej w kazdym punkcie z € [0, 1) jest II}-zupelny (Twierdzenie 3.5). Zmodyfikowana kon-
strukcja (Twierdzenie 3.1) potwierdza hipoteze Grafa, Mauldina i Williamsa [11] o tym, ze
zbior $cisle singularnych autohomeomorfizméw przedziatu [0, 1] jest TI1—zupetny. Wyniki
rozdzialu 4 nawiazuja do klasycznego twierdzenia Mazurkiewicza [19] i jego uogodlnienia
uzyskanego ostatnio przez Sofronidisa [25]. Modyfikujac metode dowodu z monografii
Kechrisa [14], uzyskano istotne uogolnienie obu twierdzen. Zaproponowano tez alternaty-
wna metode z wykorzystaniem specjalnych drzew dobrze ufundowanych.

Rozdzial 5 jest poSwiecony zachowaniu sie¢ ciaggéw zbiordéw analitycznych w przestrzeni
polskiej ze wzgledu na operacje przeciecia i granicy gornej. Laczkovich [17] i Halmos [12]
zastanawiali sie, czy z faktu, ze granica gérna limsup,,.; A" ciagu zbioréw (A™) w R jest
zbiorem ,duzym” dla kazdego H € [N| wynika, Ze przecigcie (), oo A" jest ,duze” dla
pewnego G € [N]“. Halmos znalazl naturalny kontrprzyktad, gdy zbior ,duzy” oznacza
zbior miary dodatniej, zas Laczkovich udowodnit prawdziwosé powyzszej implikacji, gdy
(A™) jest ciagiem zbioréw borelowskich, zas§ zbiér ,duzy” oznacza zbiér nieprzeliczalny.
Twierdzenie Laczkovicha uogolnil potem Komjath [15]| na przypadek zbioréw anality-
cznych. Uwzgledniajac jego rezultat i przyktad Halmosa, naturalne byto wprowadze-
nie wlasnosci (nazwanej wtasnoscig (K) Komjatha) dla o—ideatu [J, ktory determinuje
pojecia: zbior ,duzy” lub zbiér ,maly”. Gléwnym wynikiem rozdziatu 5 jest rozszerze-
nie twierdzenia Komjatha na przypadek o-idealu generowanego przez podzial X/E dla
relacji rownowaznosci E C X x X typu F,, na przestrzeni polskiej X (Twierdzenie 5.7).
Wzmocnieniem tego twierdzenia jest jego wersja parametryczna (Wniosek 5.13).

Rezultaty rozdziatu 2 weszty w sklad artykutu [10] przyjetego do druku, zas odpowied-
nie wyniki rozdziatéw 3 i 4 znalazly sie w pracach wystanych do druku. Praca doktorska

zostala przygotowana w ramach grantu promotorskiego nr 1P03A02330.



Rozdziat 1

Podstawowe fakty, oznaczenia 1

terminologia

1.1 Oznaczenia

Wiekszos¢ stosowanych w rozprawie oznaczen jest standardowa i zgodna z oznaczeniami
uzywanymi w monografii Kechrisa [14]. Niech N = {0, 1,...}. Podobnie jak w [14] symbol
|| w zaleznosci od sytuacji bedzie oznaczaé wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej, dtu-
gos¢ przedziatu, liczbe wyrazow ciggu lub moc zbioru. Ta wieloznaczno$é nie powinna jed-
nak prowadzi¢ do nieporozumieri. Dla nieskorniczonego zbioru A przez [A]* oznaczmy rodz-
ine nieskoniczonych i przeliczalnych podzbiorow A, a przez [A]<“ rodzine wszystkich skonc-
zonych podzbioréw A. Przestrzen topologiczna X nazywamy przestrzenia polska, gdy jest
o$rodkowa i metryzowalna w sposob zupelny. Znanymi przyktadami przestrzeni polskich
sa {0,1} (przestrzeri Cantora), NV (przestrzen Baire’a), R. Ustalmy nieprzeliczalna
przestrzen polska X. Dla liczby porzadkowej a takiej, ze 1 < a < wq, definiujemy hier-
archig zbiorow borelowskich w X w nastepujacy sposob: Y9(X) — zbiory otwarte, T19(X)
~ zbiory domknigte; dla 1 < o < wy, X0(X) = {Upen4n 1 V0 € N(A, € Uz, 113}
oraz II9(X) ={X \ A: A€ X(X)}. W dalszym ciagu zamiast X2 (X), I1°(X) bedziemy
pisa¢ krotko X0, T1%. Zbior A C X nazywa sie analityczny, gdy jest on rzutem zbioru
borelowskiego B C X x X (réownowazne definicje zbioru analitycznego mozna znalezé w
[14, 14.A]). Zbior C' C X nazywa sie koanalityczny, gdy X \ C jest zbiorem analitycznym.

Klasy zbiorow analitycznych i koanalitycznych oznaczamy odpowiednio X} oraz II].

Przez K(X) oznaczamy hiperprzestrzen wszystkich niepustych podzbiorow zwartych
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przestrzeni X, wyposazong w topologie Vietorisa, tj. najmniejsza topologie, w ktorej
zbiory postaci {K € K(X) : KNU # 0} oraz {K € K(X) : K C U} sa otwarte, dla
dowolnego zbioru U otwartego w X; rownowaznie jest to topologia generowana przez
metryke Hausdorffa zadana wzorem py(K, L) = max(max,cx p(x, L), max,cr, p(x, K)),
gdzie p(z, A) oznacza odleglosé punktu x od zbioru A w sensie metryki przestrzeni X.

Dla zbioru A C X x Y i punktu z € X oznaczmy A, ={y €Y : (z,y) € A} — jest to
ciecie zbioru A generowane przez x.

Niech X bedzie przestrzenia polskyg. Mowimy, ze zbior A C X jest zbiorem I'-hard
(gdzie T oznacza klase zbioréw w hierarchii borelowskiej lub rzutowej, tzn. ' = 1%, 30
1, ! itp.), gdy dla kazdej przestrzeni polskiej Y i zbioru B € ['(Y) istnieje funkcja
ciagta f : Y — X taka, ze f~1(A) = B. Jesli dodatkowo A € T'(X), to zbior A nazywa sie
[—zupelny. Jesli w powyzszej definicji zastgpimy warunek istnienia funkcji cigglej przez
warunek istnienia funkcji borelowskiej, to otrzymamy tzw. zbiory borelowsko I'-zupelne.
Zbiory I'—zupelne sa ,najbardziej skomplikowane” w klasie I', co znaczy, ze w hierarchii
borelowskiej lub rzutowej znajduja sie doktadnie w klasie I', a nie ponizej; np. zbior
¥9-zupelny nie jest zbiorem II3, a zbior IT1}-zupelny nie jest X1 (w szczegdlnosci nie jest
borelowski). Wprost z definicji wnioskujemy, ze pojecie I'-zupelosci jest niezmiennikiem
homeomorfizméw. Liczne przyklady zbiorow I'-zupelnych mozna znalez¢ w [14] - sa wsrod
nich przyktady zbioréw w naturalny sposob pojawiajacych sie w analizie matematycznej
oraz zbiory w pewnym sensie ,kanoniczne”. Te wtasnie kanoniczne przyktady beda dla nas
mialy duze znaczenie, gdyz, po pierwsze, maja one przejrzysta budowe kombinatoryczna, a
po drugie, dajg sie one stosunkowo prosto wykorzysta¢ do pokazania I'-zupelnoéci innych
zbiorow — jesli B € I'(Y') oraz istnieja: zbior A C X, ktory jest '—zupelny i ciggla funkcja
f: X — Y otej wlasnosci, ze f~!(B) = A, to B takze jest [-zupelny (wynika to wprost z
definicji I'-zupelosci). Zatem aby pokazaé, ze zbior B jest I'-zupelny, wystarczy dobraé

odpowiedni I'-zupelny zbiér kanoniczny A i funkcje f.

1.2 Kanoniczne zbiory I'-zupelne

Ponizej przedstawimy przyktady zbiorow I'-zupelnych, ktoére beda wykorzystywane w

dalszej czesci pracy.

Fakt 1.1 [14, 23.A] Zbior C3 = {a € N : lim,, ., a(n) = oo} jest I—zupetny (F,s—
zupetny).



Fakt 1.2 [14, 23.A] Zbior Ny = {a € {0,1}N : Vk € N3n > k (a(n) = 0)} jest 119
zupetny (Gs-zupelny).

Niech A bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Przez A<N oznaczmy zbiér wszystkich
ciagow skoriczonych (wraz z ciaggiem pustym) o wyrazach ze zbioru A. Zbior T C A<N
nazywa sie drzewem na A, gdy ciag pusty nalezy do T oraz z faktu, ze (a(0),...,a(n)) € T
wynika, ze (a(0),...,a(k)) € T dla wszystkich & < n. Cialem drzewa T nazywa sie
zbior {z € AN : Vn € N (2(0),2(1),...,x(n)) € T} wszystkich nieskoticzonych galezi
drzewa T, ktory oznaczamy przez [T]. Drzewo T nazywa sie dobrze ufundowanym, gdy
[T] = (), inaczej moéwiae, gdy T nie ma nieskonczonych galezi. W dalszym ciagu wszys-
tkie rozwazane drzewa beda drzewami na N. Drzewo mozemy utozsamiaé¢ z jego funkcja
charakterystyczna, a co za tym idzie zbiér wszystkich drzew T'r mozemy utozsamiac z
podzbiorem {0, 13N (jako przeliczalny produkt przestrzeni {0, 1}, przestrzen {0, 1}V

jest homeomorficzna z przestrzenig Cantora). Okazuje sie, ze Tr jest podzbiorem typu

G5 w przestrzeni {0, 11N, zatem T mozna rozwazaé jako przestrzen polska.

Fakt 1.3 [14, 32.B] Zbiér W F wszystkich dobrze ufundowanych drzew jest It —zupetnym

podzbiorem przestrzeni Tr wszystkich drzew na N.

Rozwazmy podprzestrzen wszystkich drzew T'r zdefiniowana nastepujaco

Tr={TcTr:VseN"N vneN (sneT=VmeN smeT)}=

ﬂ ﬂ({TETr:SAn§ZT}U ﬂ{TGTr:sAmET}),

sEN<N neN meN

gdzie s'n oznacza konkatenacje ciagu s € N<V, ktora rozszerza ten ciag o ostatni wyraz n.
Stad wynika, ze Tr jest przestrzenia polska, gdyz jest domknietym podzbiorem przestrzeni
polskiej Tr. Przez WE oznaczamy WF N Tr. Przez UB oznaczmy zbidr wszystkich
drzew T takich, ze cialo [T] jest zbiorem jednoelementowym (drzewo 7" ma dokladnie
jedna nieskoniczona gataz). Przez UB oznaczymy UB N Tr. Mowimy, ze zbiory roztaczne
A, B C X dadzg sie borelowsko rozdzieli¢, gdy istnieje zbior borelowski C' C X taki, ze
AcCiCnB=1.

Fakt 1.4 Zbior WF jest Tk —zupelnym podzbiorem przestrzeni Tr. Ponadto WF i UB

sq parg zbiorow koanalitycznych, ktore nie dajg sie borelowsko oddzielic.



Dowé6d. Zauwazmy, ze dla dowolnego 1" € T'r
TEWF < TU{smeN":E3neNsneT)imeN}eWF.
Na mocy Faktu 1.3 zbior WF jest II}-zupelny. Nastepujace odwzorowanie
(%) TrBTHTU{s“m€N<N:(EInGNsAnGT)imEN}Eﬂ

jest borelowskie jako granica ciggu odwzorowan ciggtych Ry : Tr — ﬁ’, k € N, zdefin-

iowanych nastepujaco
Ry(T)=TU{smeN":3n<ksneT) oraz m<k}, T€ETr.

Wiadomo, Ze pojecia IT}-zupelnosci i borelowskiej I1}-zupelnosci sa rownowazne (patrz
[13]). Zatem WF jest I} zupelnym podzbiorem T'r.

Wiadomo, ze W F'i U B sa parg zbiorow koanalitycznych, ktére nie daja sie borelowsko
oddzieli¢ (patrz [14, 35.2]). Gdyby WFiUB daly sie borelowsko oddzieli¢, to odw-
zorowanie opisane w (x) $wiadczyloby o tym, ze takze WF i UB daja sie borelowsko

oddzieli¢, co jest niemozliwe. [



Rozdzial 2

Zblory zwarte opisane przez operatory

gestoscl 1 porowatosci

W tym rozdziale wyznaczymy ztozono$é¢ deskryptywna podzbioréow hiperprzestrzeni K(R)
zdefiniowanych przy uzyciu operatora porowatosci oraz operatora gestosci Lebesgue’a.
Zarowno porowatos¢ jak i gestosé Lebesgue’a okreslaja lokalng wielko$¢ zbioru w otocze-
niu ustalonego punktu. Pojecia te graja istotng role w analizie matematycznej (patrz
[4]). Ponizsze rozwazania dotyczace porowatosci maja swoje zrodto w pracy [23] Pelanta
i Zeleny’ego, gdzie wykazano, ze zwarte zbiory o-porowate sg II}-zupelnym podzbiorem
K(R). Wynik ten uogoélnili Zaji¢ek i Zeleny w pracy [29] na inne typy porowatosci.
Deskryptywne wlasnosci porowatosci byty takze badane w pracy [32]. Wiele faktow doty-
czacych porowatosci mozna znalezé w przegladowych artykutach [30] and [31].

Niech £ C R, z € R oraz R > 0. Przez A" (z, R, F) oznaczmy sup{b — a : (a,b) C
(x,x + R) \ E} (jesli przedzial (a,b) C (x,x + R) \ E nie istnieje, to przyjmujemy
At (z, R, E) = 0). Prawostronng porowatoscia zbioru E w punkcie x nazywamy liczbe

pT(E,z) = limsup —)ﬁ(a:, R, E)
R—0+ R
Analogicznie definiujemy lewostronng porowato$é¢ zbioru £ w punkcie z i oznaczamy ja
symbolem p~ (E, x). Mowimy, ze zbior E jest porowaty (silnie porowaty) z prawej strony
punktu z, gdy p*(E,z) > 0 (p™(E,z) = 1). Zbiér E nazywamy obustronnie porowatym
(silnie obustronnie porowatym) w xz, gdy jest porowaty (silnie porowaty) jednoczesnie z
prawej i lewej strony punktu z.

Niech p bedzie miarg Lebesgue’a na prostej R. Dla mierzalnego podzbioru £ C R

oraz punktu x € R, przez d*(x, E) oznaczamy prawostronna gestosé zbioru E w punkcie

9



10

p([0,h]NE)

n——» brzy zalozeniu, ze ta granica istnieje. Sym-

z, tzn. liczbe dt(z, E) = limy,_q+
bolem d*(x, E) oznaczamy dolna prawostronng gestos¢ zbioru E w x, to znaczy liczbe

w (ta granica zawsze istnieje). Podobnie definiujemy d*(z, F) — goérna

lim inf,, o+ &
prawostronna, gestogé zbioru E w punkcie x. Oczywiscie 0 < d*(z, F) < d*(x, E) < 1.
Jezeli dt(z, F) = 1, to x nazywamy prawostronnym punktem gestosci zbioru E. Analog-
icznie definiujemy dolna i gérng lewostronna gestogé d—(z, E) i d—(z, F) oraz lewostronne
punkty gestosci. Jesli d™(z, E) = 1 = d*(z, F), to = nazywa si¢ (obustronnym) punktem
gestosci zbioru E. Klasyczne twierdzenie Lebesgue’a (por. [4, Tw. 5.1]) mowi o tym, ze

prawie kazdy punkt zbioru mierzalnego F jest jego punktem gestosci.

Wyniki zaprezentowane w tym rozdziale zostaly opublikowane w artykule [10].

2.1 Zbiory zwarte o ustalonej porowatosci w zerze

Lemat 2.1 Niech 0 < e <1 oraz R > 0. Wdwczas zbiory {K € K(R) : A*(0, R, K) >
eR} oraz {K € K(R) : \T(0, R, K) < eR} sq otwarte w IC(R).

Dowod. Niech Ky € K(R) bedzie takie, ze AT(0, R, Ky) > e¢R. Wowczas znajdziemy
domkniety przedzial I C (0, R) dlugosci eR taki, ze I N Ky = 0. Zatem {K € KL(R) :
K C R\ I} jest otwartym otoczeniem Ky zawartym w {K € K(R) : AT(0, R, K) > eR}.

Dla kazdego ciagu skoiiczonego 0 = zp < 1 < ... < z, = R o0 tej wlasnosci, ze
r; — 2 < eR (dlai = 1,2,...,n) wybierzmy liczbe § > 0, § = 0(xo,...,x,), taka, ze
T —x; 1+ 20 <eRoraz r; —x;_1 > 20 (dlai=1,2,...,n). Pokazemy, ze

{K € K(R): A"(0,R, K) < eR} = | {K € KR) : KN(x;—0,z+0) # D dlai=1,...n—1,

K N (x0,8) # 0 oraz K N (z, — 6, 3,) # 0},

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie ciagi xo, ..., x,, 0 opisane powyzej.

Niech K € K(R) bedzie takie, ze AT(0,R,K) < eR. Polozmy xzy = 0. Skoro
A0, R, K) < R, to istnieje 21 € (xg, 20 + ¢R) N K. Postepujac indukeyjnie, defini-
ujemy ciag o, ..., x, taki, ze z; € (v;_1,2;,1 +eR)N K, dlai = 2,...n — 1, oraz

z, = R € (x,_1,2,_1 + €R). Na koniec polézmy

d = min {mm{aR— (le_xi_l) D= 1,...,n} ,min{% D= 1,...,n}}.

Wowczas ©; — x;_1 + 20 < eR oraz x; — x;_1 > 20 dla wszystkich i =1,2,...,n, KN (z; —
i +0)#Ddlai=1,...,n—1, KN (xg,0) # 0 oraz KN (x, —d,x,) # 0.
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Odwrotnie niech xg, ..., z,,0 bedzie jednym z opisanych powyzej ciagéw. Niech K €
K(R) bedzie taki, ze K N (z; — 6,2, +9) #D dlai =1,..,n—1, K N (x,9) # 0 oraz
KN (x, —6,x,) # 0. Wybierzmy y; € KN (z; — d,z; + ) dlai = 1,....,.n — 1, oraz
Yo € KN (x9,0) iy, € KN (x, —0,x,). Wowczas kazdy przedziat zawarty w (0, R),
o dtugosci wiekszej niz maxi<;<,{x; — x;—1 + 20} zawiera co najmniej jeden z punktow

Y0, Y1, -, Yn- Zatem z wyboru ciagu zo, 21, ..., T,, 0 wynika, ze A7(0, R, K) < eR. O

Lemat 2.2 Niech0 < b,.1 < b, dla kazdegon € N orazlim,_., b, = 0. Niech A = {0, 1}
lub A =N oraz niech 1oy C [bpy1,bs] dla dowolnych o € AN n € N, bedzie przedziatem

domknietym lub zbiorem pustym. Wowczas odwzorowanie ¢ : AN — KC(R) dane wzorem

pla) = {0} U | Lo, aecA”

neN

jest ciggte.

Dowdd. Niech a € AV ie > 0. Dobierzmy n € N tak, aby b, < . Niech teraz ciag
B € AN bedzie taki, ze Bln = aln. Woéwcezas p(a) A o(8) C (0,b,] (gdzie A oznacza

roznice symetryczna zbioréw), a zatem
pr(p(@), 0(3)) < diam(p(e) A p(B)) < bn <,
co dowodzi ciagtosci . [J
Twierdzenie 2.3 Niech r € [0,1] i PF ={K € K(R) : p™(K,0) = r}. Wowczas:
(a) zbior PT jest T19-zupelny (Fys—zupetny) dla r € [0,1);
(b) zbior Py jest TIS—zupetny (Gs—zupetny).

Dowdéd. (a) Przez Qy oznaczmy zbidr wszystkich liczb wymiernych dodatnich. Za-

uwazmy, ze

P = {KGIC(R) :Ve > 03Ry > 0VR € (0, Ro)

AM(0,R, K
{KGIC(R):V5>OVRO>OEIR€(O,RO) MZT—&}:

NU N {KGIC(R):—/W(O}%R’K)STJrs}O

e€Q4 RoeQ4+ Re(0,Ro)NQ4+
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N N U {KEK(R):WN—&}.

e€Qy RocQ4+ Re(0,R0)NQ4+
Zatem na mocy Lematu 2.1 otrzymujemy, ze P jest klasy TI9.
Ustalmy ¢ € (0,1 — r) oraz polozmy b, = t" i af) = (bps17= + by)/(k + 1) dla

(k) jest wypukta kombinacja liczb b,.1/(1 —r) i b,. Poniewaz

n,k € N. Zauwazmy, ze a
t<t/(1—r)<l1, wiec byr1 < bpi1/(1 —71) < b,. Zatem b, 1 < al < b,, dla wszystkich

n, k € N. Definiujemy funkcje F, : N¥ — IC(R) wzorem

Fi(a) = {0} u [l b,), aeNY.

neN

Na mocy Lematu 2.2 funkcja F, jest ciagla. Zatem, gdy pokazemy, ze F,.(a) € P <=
a € (3, to na mocy Faktu 1.1 dowod tezy (a) bedzie zakoriczony.
Niech a € (5. Wowczas

CL?(’La(n)) - bn+1 anrl
p"(F.(),0) = limsup — oy~ limsup [ 1- =
B YD) m su et

lim sup (1 _ bualaln) + 1)> =1-—(1-r)=r

b1 2% 4 b,

n—oo
Zatem F,(a) € P7.
Niech teraz o ¢ C3. Wowczas istnieje Scisle rosnacy ciag (ng) liczb naturalnych oraz

liczha N € N taka, ze a(ny) = N dla wszystkich k£ € N. Zatem

o) getmw) _p

p"(Fr(a),0) = limsup o) "L > limsup —

el gt (a (k)

k—oo ank
bp,+1N + b, . bry 41N + by,
lim sup (1 _ Ot V¥ “’1) = lim sup (1 ~3 e LV ¥ Oy > =

N N -
k=00 bny 41725 + by, k—o00 et 175 T 1m0

N+l . (N+1)O-7)

B el - :
E—i—tl N+t=1(1-r)
Zauwazmy, 7e
(N+1)(1—r) rtl 4 r(l—20) + 7 -1
- —r= .
N+t=1(1-r) N+t=1(1—-r)

Niech f(r) = r’t~'+r(1-2t71)+t~1—1. Rozwiazujac rownanie kwadratowe, otrzymujemy
f(r) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy r =1 —¢ lub r = 1. Zatem f(r) >0dlar € [0,1—1t).
Stad p™(F,(«),0) > r oraz F,.(a) ¢ PF.
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(b) Mamy
* K
P = {K € L(R) : limsupM = 1} =

R

NN U {KEK(R):M>1—5}.

e€Q4 RoeQ4 RE 0 Ro)ﬂ@+

A0, R, K
{KGIC(IR{):V5>OVR0>03RE(O,RO) M>1—5}:

Na mocy Lematu 2.1 otrzymujemy, ze P, jest klasy II9.

Zdefiniujmy funkcje G : {0, 1} — K(R) wzorem

G(a)={oyu {L l} , ac {01}
e, an)=1 (n+1)!"n!

7 Lematu 2.2 wynika, ze funkcja G jest ciggla. Zatem wobec Faktu 1.2 wystarczy pokazaé,
ze G(a) € P <= a € N,.

Niech a € Nj i niech (ny) bedzie $ciSle rosnacym ciggiem liczb naturalnych takim, ze
a(ng) =0 dla k € N. Wowczas

1

1
T(G(a),0) > limsu ml oD g g
pT(G(),0) = e msup - =

g

k—oo !

Zatem G(a) € Py
Niech teraz o ¢ N,. Wtedy istnieje liczba N € N taka, ze a(n) = 1 dla kazdego
n > N. Wowcezas G(a) D [0, ] oraz p* (G(a),0) = 0. Zatem ostatecznie G () ¢ P;".00

» NI

Wniosek 2.4 Zbior Por™ (SPor™ ) wszystkich niepustych zbioréw zwartych, ktore sq pra-
wostronnie porowate (silnie prawostronnie porowate) w0 jest ¥.9-zupetnym (119-zupetnym)

podzbiorem IC(R).

Dow6d. Mamy Por™ = K(R) \ Py oraz SPor™ = P;". [

2.2 Zbiory zwarte o ustalonej gestosci Lebesgue’a w
zerze
Teraz udowodnimy wynik analogiczny do Twierdzenia 2.3 dla operatora gestosci.

Lemat 2.5 Niech 0 < e < 1, h > 0. Wowczas zbior {K € K(R) : pu([0,h] N K) < eh}
jest otwarty oraz zbior {K € IC(R) : u([0,h] N K) > ch} jest domkniety.
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Dowéd. Zauwazmy, ze
{K € K(R) : u([0,h]| N K) < eh} =

{K € K(R) : U — zbior otwarty, u(U N [0,h]) < ch oraz K C U}.

Zbior ten to suma bazowych zbioréw otwartych w IC(R), a wiec jest on otwarty. Druga

czesé tezy wynika z pierwszej przez przejscie do dopetnienia. [

Fakt 2.6 Niech r € [0,1] oraz D} = {K € K(R) : d*(0,K) = r}. Wiwczas D; jest
Klasy IS (Gsos).

Dowéd. Niech r € [0,1]. Wiadomo, ze dla mierzalnego zbioru £ C R oraz liczby
t € [0, 1] mamy

b BEOO) B )

h—0+ h n—00 1/n

(por. np. [7, Prop. 1.2.1]). Stad
Df={KeKR):Ve>03INVn>N r—e<nu(KN[0,1/n]) <r+e}=

N U N{KeK®) :r—e<nu(KnN[0,1/n]) <r+e}

e€Q+ NeNn>N
Z Lematu 2.5 wynika, ze zbior {K € K(R) : r —e < nu(K N[0,1/n]) < r+ e} jest klasy
119 (Gs). Zatem D jest klasy 119 (Gsos). O

Twierdzenie 2.7 Dy jest zbiorem I13—zupetnym (F,s—2upetnym).
Dowéd. Zauwazmy, ze
Dif ={K eKR):Ve>03n >0Vhe (0,/) u(0,h]NK)>(1—e)h}=

N U N {Kek®:u(0.hnK)>1-e)h}.

e€Q+ heQ4 heQ4N(0,h)

Z Lematu 2.5 i powyzszego wzoru wynika, ze zbior DY jest klasy IT9.

Polozmy b, = & oraz af) = 45 dla n € N, k € N. Zdefiniujmy funkeje

F NN — K(R) wzorem

F(a) ={0} U | J[a™,b,], o € NV,

neN
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7 Lematu 2.2 wynika, ze funkcja F’ jest ciaggla. Zatem wobec Faktu 1.1 wystarczy pokazac,
7e F(a) € Df <= a € (3dlaacN\

Ustalmy a € (3. Niech 0 < ¢ < 11 wybierzmy N € N tak, aby N_+2 > 1—e. Wowcezas
znajdziemy liczbe k € N taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi a(n) > N. Zauwazmy,
ze

ﬂ(O,F(Oz))>hm1nf( ) Z b, _aa(n )_

n=k+1

o alk)+1 > a(n)byi1 + by B
= (a(k)bk+1 + bi 2 (bn o) +1 )> -

n=k+1

.. b_bn-i—l)
hﬁfﬁf( (k2k1+2k Z )Z

N+1 N 1 N
lim inf : — >1—¢.
o <N2—k—1+2—k NHg;1 2n+1> N +2 c

Stad F(a) € Df.
Niech teraz o ¢ C5. Znajdziemy $cisle rosnacy ciag liczb naturalnych (ny) oraz N € N
takie, ze a(ny) = N dla wszystkich k € N. Wowczas

d+(0, F(a)) < limsup (b_ Z (b — a;‘“”»)) = lim sup <2”k Z oz((f/);()n—il : 2n+1> <

k—oo ne k—oo —
n=ny n=ny

imsu —_ = —— = :
T sup N+ 1 2mtl ntl N+1 2

n=ng

Zatem F(a) ¢ Df. O
Pokazemy teraz, ze twierdzenia z tego i poprzedniego paragrafu pozostaja prawdziwe,
jesli rozwazymy p~ (K, 0) lub p(K,0) zamiast p* (K, 0), oraz d~ (0, K) lub d(0, K) zamiast
4+ (0, K).
Twierdzenie 2.8 Niech r € [0,1] i P~ ={K € K(R) : p~(K,0) = r}. Wowczas
(a) zbior P jest 119-zupelny (Fys—zupetny) dla r € [0,1);

(b) zbior Py jest II3-—zupetny (Gs-zupetny).
Dow6d. Niech —K = {—x : = € K} dla K C R. Wystarczy zauwazy¢, ze

p~(—K,0) = p™(K,0) oraz odwzorowanie K +— —K jest homeomorfizmem przestrzeni

KC(R) na siebie. Teraz teza wynika 7 Twierdzenia 2.3. [
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Wniosek 2.9 Zbior Por~ (SPor~) wszystkich niepustych zbiordw zwartych, ktdre sq
lewostronnie porowate (silnie lewostronnie porowate) w0 jest ¥9-zupetnym (119-zupetnym)

podzbiorem IC(R).
Analogicznie mozna udowodnié nastepujace

Twierdzenie 2.10 Niech D; = {K € K(R) : d~ (0, K) = 1}. Wowczas Dy jest zbiorem
109 -zupetnym (F,s—zupelnym,).

Twierdzenie 2.11 Niechr € [0,1] i P, = {K € K(R) : p(K,0) = r}. Wéwczas
(a) zbior P, jest 113-zupetny (F,s—zupelny) dla r € [0,1);
(b) zbior Py jest TI9—zupetny (Gs—zupelny).

Dowd6d. Najpierw zauwazmy, ze Twierdzenie 2.3 pozostaje prawdziwe jesli zamiast
Pt rozwazac zbior {K € K([0,00)) : p™(K,0) = r}. Zauwazmy dalej, ze p(K U —K,0) =
pT(K,0) dla K € K([0,00)). Niech F': K([0,00)) — K(R) bedzie dane wzorem F(K) =
K U—K. Wowczas F jest odwzorowaniem cigglym (por. [14, 4.29]) oraz F~(P,) = P7.
Zatem z Twierdzenia 2.3 wynika, ze P, jest II3-hard dla r € [0, 1), oraz II3-hard dla r = 1.
Poniewaz P, = PN P, wiec P, jest klasy TS dla r € [0,1), oraz klasy 119 dla r = 1.
Stad dostajemy teze. [J

Wniosek 2.12 Zbidr Por (SPor) wszystkich niepustych zbioréw zwartych, ktdre sq porowate
(silnie porowate) w 0 jest X3 -zupetnym (113-zupetnym) podzbiorem K(R).

Analogicznie mozna wykazac

Twierdzenie 2.13 Niech D; = {K € K(R) : d(0,K) = 1}. Wowczas Dy jest zbiorem
S —zupetnym (F,s—zupetnym,).

2.3 Zbiory zwarte nigdzie obustronnie porowate

Bedziemy teraz rozwaza¢ zwarte zbiory na prostej, ktore sa mozliwie najwieksze w sensie
porowatodci, tj. takie zbiory, ktére w zadnym punkcie nie sg porowate. Zbiory zwarte na
prostej zawieraja swoje kresy, zatem w co najmniej dwoch punktach sg one jednostronnie

porowate. Dokladniej, jesli K C R jest zbiorem zwartym, to p*(K,max(K)) = 1 =
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p~ (K, min(K)). Istnieja jednak zbiory zwarte, ktore w kazdym swoim punkcie maja
porowatos$¢ zero przynajmniej z jednej strony (np. zwarte przedzialy). Bedziemy teraz
rozwazac¢ rodzine NBP C K(R) wszystkich zwartych podzbiorow prostej, ktore w zadnym

swoim punkcie nie sa obustronnie porowate. Rodzina N BP dana jest wiec wzorem
NBP={KeKR):VzeR[z€ K= (p (K,z) =01lub p"(K,z) =0)]}.

Lemat 2.14 Niech X bedzie przestrzeniq metryczng. Niech funkcja F : X — KC(R) bedzie
taka, ze zbior

K eKR): KNU #0})

jest otwarty w X, dla dowolnego zbioru U otwartego w R. Wowczas F' jest borelowska.

Dowd6d. Aby udowodnié, ze F jest borelowska wystarczy pokazac, ze zbior F~'({K €
K(R) : K C U}) jest borelowski, dla dowolnego zbioru U otwartego w R. Jest to oczy-
wiste, gdy U = R lub U = (). Niech wiec ) # U # R i polozmy

1
Vn:{xER p(x, R\U)<—} n €N,
+1
gdzie p(z, A) oznacza odleglos¢ punktu = € R od zbioru A C R w metryce euklidesowe;j.

Woéwcezas zbior
TH{KeKR): KCcU}})=F'{KeKk®R): KN(R\U)=0}) =

UF'{Kek®): KnV, =0})
neN
jest typu F,. [

Lemat 2.15 Niech {K, : s € NN} bedzie rodzing parami roztgcznych przedziatow dom-
knietych zawartych w [0,1]. Niech X C Tr (na X rozwazamy topologie indukowang z T'r)
i niech funkcja F : X — K(R) bedzie dana wzorem
=cd(| JK.,) diaT € X,
seT

gdzie cl(-) oznacza operacje domkniecia. Woczas F jest borelowska.

Dowo6d. Niech U bedzie dowolnym zbiorem otwartym w R. Niech S = {s € N<IV:
K,NU#0}. Jesli T € X, to SNT # () wtedy i tylko wtedy, gdy F(T)NU # . Zatem
zbior

MK eKR) : KNU#0}) = | {T € X :5€T}

ses
jest otwarty. Na mocy Lematu 2.14 funkcja F' jest borelowska. []
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Lemat 2.16 Niech F = {0} U, cn[5 L_|. Wowczas p* (F,z) = 0.

2n+27 2n+1

Dowd6d. Mamy

1 1
1
p (F,x) = imsup ————— ——nlm - 3——

n—oo 2n+2

Twierdzenie 2.17 NBP jest 11} —zupelnym podzbiorem K(R).

Dowd6d. Na poczatku pokazemy, ze NBP jest zbiorem koanalitycznym. Widac, ze
N BP jest koprojekcja (czyli dopetnieniem rzutu) na pierwsza wspotrzedna zbioru

{(K,z) e KR)xR:z€ K= (p (K,z) =01lub p"(K,z) =0)}.
Zbior ten jest borelowski. Aby to uzasadnié, wystarczy pokazac¢, ze zbior
A={(K,z) e KR) xR:p"(K,z) =0}

jest borelowski, gdyz analogiczny zbioér opisany przez p~ (K, z) = 0 tez jest borelowski
oraz zbior {(K,z) € K(R) x R: x € K} jest domkniety. Mamy

+
A= {(K,x) e LR) xR: thUpM = O} =
R—0t+ R

{(K,z) € K(R) x R:Ve >03Ry >0VR € (0,Ry) \"(z,R,K) <eR} =
N U [ {(K2)ek®R xR: A" (z,RK) <R},
e€Q4 RocQy Re(0,Ro)NQ

Pozostaje wiec wykazaé, ze zbior
{(K,z) e K(R) x R: \"(z, R, K) < eR}

jest otwarty. W tym celu ustalmy dodatnie liczby wymierne R i €. Niech para (K, x)
bedzie taka, ze A\T(x, R, K) < eR. Polozmy § = ¢R — A" (x, R, K). Korzystajac ze
zwartosci K, wybierzmy rodzine {Uy, ..., Uy} przedzialow otwartych o §rednicach mniejszych

niz §/3 takich, ze
k
Kc|JUoaz KNU; # 0 dlai=1,..k

i=1
Niech
V={LeKR):LNU; #Ddlai=1,... k}.
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Jest to otwarte otoczenie K. Niech (L,y) € V x (x — /3,2 + §/3). Wowczas
2
AN (y,R,L) < \"(2,R,K) + 55 < eR.

Pokazalismy wiec, ze {(K,z) € K(R) x R: A" (x, R, K) < eR} jest otwarty. Zatem zbior
N BP jest koanalityczny.

Dla a,b € R, a < b, niech ¢,4(z) = a + (b — a)x dla z € R. Jest to odwzorowanie
afiniczne, ktore przeksztatca przedzial [0, 1] na [a,b]. Niech Ky = [0,1] i Ly = [0, 1]. Dla
n € N potézmy

o 1 1 L 1 1
@=5A\2n 2 2m+1) ) "W TSI 23 m+2))

Dla s € NN |s| > 1, oraz m € N definiujemy przez indukcje (wzgledem dtugosci ciagu

s) zbiory
KsAm = YL, (K(m))a LsAm = @rL, (L(m))

Niech T € Tr (por. def. WEiTrw paragrafie 1.2). Wowczas na mocy Lematu 2.15
odwzorowanie

T (| J K.) € K(R)

seT
jest borelowskie. Dla s € N<N niech vy, = inf L, + %(sup Ls —inf Ly).
7 Faktu 1.4 wynika, ze aby udowodni¢ twierdzenie, wystarczy dla kazdego T' € Tr
pokaza¢ rownowaznos¢ 1T' € WF cl(U,er Ks) € NBP, gdyz pojecia IIj-zupelnosci
i borelowskiej IT{-zupelnosci sg rownowazne (patrz [13]).

Zalozmy, ze T € WF oraz x € cl(User Ks). Rozwazmy dwa przypadki:

1) Jesli x € K, dla pewnego s € T, to poniewaz K jest przedzialem, wiec oczywiscie

P (d(Uyer Ki), ) = 0 Tub p* (cl(Uyer K2), z) = 0.

2) Jezeli x ¢ K, dla kazdego s € T, to x = y, dla pewnego s € T. Zanim to pokazemy,
zauwazmy, ze ys jest granica dowolnego ciagu (z,) o tej wlasnosci, ze z, € Ky,
dla kazdego n, gdzie (k,) jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych. Z konstrukeji
wynika, ze jesli y, € cl(User K1)y to Upeny Kon C c(Uier K¢) (W tym miejscu
wykorzystujemy fakt, izT € ﬁ) Przypusémy teraz, ze v # y, dla wszystkich s € T.
Wowczas istnieja ciagi (s, ) oraz w, — x takie, ze w,, € K, oraz s, € T, dla kazdego
n € N. Z faktu, ze x # yp (gdzie () oznacza ciag pusty) wynika, ze (8,(0))en jest

ograniczony. Zatem istnieje kg € N o tej whasnosci, ze zbior {n € N : 5,(0) = ko}
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jest nieskoniczony. Postepujac dalej w ten sposob, definiujemy indukcyjnie ciag
a = (ko, k1, ko, ...) taki, ze ajn € T dla n € N, co daje sprzecznos¢. Niech s bedzie
takie, ze v = y,. Zauwazmy, ze zbior {x} U |, oy s jest afiniczng kopia zbioru
{0} U U,enlsis: 525)> zatem z Lematu 2.16 mamy p* ({2} U U, e Kony ) = 0.

Poniewaz {z} U U, oy Ksn C cl(User Ki), wiee pt(cl(Uer Ki),2) = 0. Zatem
cl(Uer Ki) € NBP.

Dlaliczb a,b € R, a < b, przedzialy (a, 2572), (2472, “20) (%20 b) nazwiemy odpowied-
nio lewym, $rodkowym i prawym podprzedzialem przedziatu (a,b). Zatézmy, ze T ¢
WFE. Wéwczas cialo [T] drzewa T jest niepuste. Niech a € [T]. Niech z, bedzie

jedynym puktem zbioru (1), oy Lajn (na mocy twierdzenia Cantora zbior (), .y Lajn jest

neN
jednoelementowy). Wtedy aln € T dla kazdego n € N oraz z, € cl({U,er Ks). Dla
wszystkich n € N punkt z, lezy w srodkowym podprzedziale przedzialu L,,. Skoro
prawy i lewy podprzedzial przedziatu L, jest roztaczny z cl(J ., Ks), to otrzymu-
jemy X(z, 2p(Lap), cdl(Uyer Ks)) > 3, a zatem p*(cl(U,er Ks), 2) > 5. W konsekwencji

A(U,er K.) ¢ NBP. O



Rozdzial 3

Autohomeomorfizmy przedzialu

jednostkowego

Przez C10, 1] oznaczamy przestrzen Banacha wszystkich funkeji ciaglych na [0, 1] o wartos-
ciach rzeczywistych z norma supremum. Przez H C C|[0, 1] oznaczamy zbior wszystkich
rosnacych autohomeomorfizmow przedziatu [0, 1], tzn. funkeji z C0, 1] $cisle rosnacych,
przeprowadzajacych O na 0 i 1 na 1. W tym rozdziale bedziemy bada¢ deskryptywna
ztozono$¢ pewnych specjalnych podzbioréow zbioru H. Gloéwna motywacja podjecia tego
tematu wywodzi sie z pracy [11] Grafa, Mauldina i Williamsa, gdzie autorzy pokazali, ze
zbior wszystkich $cisle singularnych autohomeomorfizmow przedziatu [0, 1] jest koanality-
czny. Nastepnie zamiescili oni nastepujaca uwage [11, Remark 5.3, str. 302]: ,very likely
this set is not a Borel set in H but we have not demonstrated this”. W tym rozdziale
potwierdzamy ich hipoteze — Twierdzenie 3.1 méwi, ze opisany wyzej zbior jest [T1-zupelny
(w szczegolnosci nieborelowski). Twierdzenia 3.5 oraz 3.8 to kolejne rezultaty, w ktorych
rozwazamy zbiory autohomeomorfizmoéw zdefiniowane przez pewne warunki nalozone na
pochodne. Oba te twierdzenia przypominaja dwa klasyczne fakty — zbior DIF'F wszys-
tkich funkcji w C|0, 1], ktore sa rézniczkowalne w kazdym punkcie oraz zbior NDIFF
wszystkich funkcji z C[0, 1], ktore nie sa nigdzie rézniczkowalne — stanowia IT{—zupelne
podzbiory C[0, 1] (patrz |14, 33.9, 33.15]|).

Przez Q oznaczamy (jak wczesniej) zbior wszystkich liczb wymiernych. Skoro

H={feC0,1]: f(0)=0Af(1) =1AVp,qe QN[0,1](p <g= f(p) < fla)},

to H jest podzbiorem C[0, 1] typu G, a w konsekwencji przestrzenia polska. Przez D* f(x)

i Dy f(x) oznaczamy odpowiednio prawostronne i lewostronne pochodne Diniego funkcji

21
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[ w punkcie x, pierwsza z nich jest pochodng goérna, a druga dolng. Przez f) (z) i f’ ()
oznaczmy pochodne prawostronna i lewostronng funkcji f w punkcie z. Funkcja mono-
toniczna okreslona na [0, 1], ktorej pochodna jest rowna zeru prawie wszedzie nazywa sie
funkcja singularna (osobliwa) (por. [18, VII, paragraf 3|, |3, VI, paragraf 31]). Znany
przyktad funkcji ciaglej $cisle rosnacej i singularnej wykorzystuje funkcje Cantora (zob.
[18, str. 178|, [8, Przyktad 8.30]). Jesli funkcja f € H jest singularna, to nazywamy
ja singularnym autohomeomorfizmem. Powiemy, ze f € H jest $cidle singularnym au-
tohomeomorfizmem, jesli f nie ma dodatniej i skoniczonej pochodnej w zadnym punkcie,
doktadniej f nie ma dodatniej i skoficzonej pochodnej w zadnym punkcie przedziatu (0, 1)
i nie ma dodatnich i skonczonych pochodnych jednostronnych w punktach 0 i 1. Niech
SSH = {f € H : f jest sciéle singularny}. Niech SSHT bedzie zbiorem wszystkich au-
tohomeomorfizméw nieposiadajacych dodatniej i skonczonej pochodnej prawostronnej w

zadnym punkcie przedziatu [0, 1). Analogicznie definiujemy SSH™, rozwazajac (0, 1].

3.1 Scisle singularne autohomeomorfizmy

W tym paragrafie udowodnimy nastepujace
Twierdzenie 3.1 Zbior SSH jest I11-zupelny.

Dla wiekszej przejrzystosci rozwazan udowodnimy najpierw analogiczny wynik (Twierdze-
nie 3.5), gdzie zbior SSH jest zastapiony przez SSHT. Dowdd Twierdzenia 3.1 jest
podobny, lecz bardziej skomplikowany w zapisie, wiec pewne detale techniczne pominiemy.

Zanim przystapimy do dowodu Twierdzenia 3.5, wpierw skonstruujemy pomocnicze
funkcje £, n € N. W tym celu zastosujemy funkcje, okreslona na przedziale zwartym

skonstruowang przez Catera w pracy [5], o nastepujacej wtasnosci:

() f jest ciagta i $cisle rosnaca oraz taka, ze dla kazdego x albo D~ f(z) = 400 albo
D_f(x) =0, i dla kazdego = albo D* f(x) = 400 albo D, f(x) = 0.

Nastepujacy lemat to prosta obserwacja:
Lemat 3.2 Zatdzmy, zZe f : [a,b] — R oraz g : [b,c] — R majg wtasnosé (x). Wiwczas
(1) jesli f(b) = g(b), to fUg: |a,c] — R ma wtasnosé (x);

(2) Va > 0Vb e R (af +b ma wlasnosé (x));
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Rysunek 3.1: Wykres singularnego autohomeomorfizmu g

(3) Ya>0VbeR (z+— flax+b) ma wtasnosé (x)).

Z twierdzenia Catera i Lematu 3.2 wynika, ze istnieje funkcja h € H o wtasnosci ().
Ustalmy taka funkcje h, oczywiscie jest ona $cisle singularnym autohomeomorfizmem.
Teraz przy uzyciu funkcji h zdefiniujemy nowe autohomeomorfizmy singularne.

Niech f € H. Dla a,b € R, a < b, niech 3, : [a,b] — [0, 1] bedzie rosnaca afiniczna
bijekcja. Dla f € Hniech P([a,b], f) = (b—a)(fof.p)+a. Wtedy P(a,b, f) jest rosnacym

autohomeomorfizmem przedziatu [a, b]. Teraz okreslmy E(f) € H wzorem

P27 27™) f)(z) dlaze[27™ 71, 27™] meN

Ef)) = 0 dla z = 0.
Dalej definiujemy indukcyjnie funkcje E™(f), n > 1, w nastepujacy sposob: El(f) =
E(f) oraz E™(f) = E(E"(f)). Na Rysunkach 3.2 i 3.3 przedstawiono skutek dzialania
operacji E'(-) i E*(*) na funkcje g, ktorej wykres pokazano na Rysunku 3.1. (Funkcja
g na Rysunku 3.1 jest dystrybuants zmiennej losowej X = 5 >, %Xn, gdzie X,, sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych rozktadach takimi, ze Prob(X,, = 0) =

5 oraz Prob(X, = 1) = 2. Odwzorowanie g jest singularnym autohomeomorfizmem.

Szczegoly mozna znalez¢ w |3, paragraf 31].)
Dla ustalonej wezesniej funkcji h € SSH rozwazmy ciag E™(h), n > 1. Zamiast pisac
E™(h) bedziemy dalej krotko pisali E™.



24

Rysunek 3.2: Wykres E(g)

Lemat 3.3 Funkcje E™ dla n > 1 majg nastepujgee wtasnosci:
(1) E" € H;

(2) 1 -2 < D,E"(0) < DTE™(0) < 52

17

(3) E™ jest $cidle singularna.

Dowéd. Ad (1) Na kazdym przedziale 27771 27"] funkcja E*' jest afiniczna kopia
h oraz wszystkie te kopie sa posklejane koricami, zatem E' : [0,1] — [0, 1] jest ciagla i
rosnaca. Dowdd (1) dla n > 1 jest prosta indukeja.

Dla dowodu (2) najpierw wykazemy, ze D, E"(0) < DTE"(0) dla kazdego n > 1.
Skoro h nie jest identyczno$cia, to znajdziemy liczbe xy € [0,1] taka, ze h(zg) > g
albo h(zg) < xg. Bez straty ogélnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze h(xg) > xo. Niech
zp = 27%(1 + o) oraz y, = 27% dla k > 1. Na przedziale [27% 27%1] funkcja E! jest
afiniczna kopia h. Zatem El(gﬁ;z:ij(yk) = h%o)‘ Poniewaz E'(yx) = yi, k € N, oraz
E1(0) =0, wiec

E! — EY0
k—o0 yr — 0

=1

oraz

E! — E! — Bl — B!
D*E(0) > lim sup (k) ©) _ i sup (k) (yx) + B (yk) 0) _
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Rysunek 3.3: Wykres E?(g)

E'(ax) — E'(ye) + (g — 0) E'(xr) — E'(ye) _ hlxo)

lim sup > lim sup = > 1.
k00 x — Y+ (yp — 0) k—o0 Tk — Yk To
UzyliSmy faktu, ze funkcja t — ii—g jest scisle malejaca gdy b > ¢ > 0 (jesli h(zg) < g, to

t+b
t+c

niliSmy zadana nieré6wnosé¢ dla n = 1. Dowdd kroku indukcyjnego przebiega analogicznie

uzylibysmy faktu, ze t — jest §cisle rosnaca gdy ¢ > b > 0). W ten sposob udowod-
— wystarczy w powyzszym rozumowaniu zastapi¢ h przez E"! (z zalozenia indukcyjnego
wynika, ze E"~1 nie jest identycznoscia).

Z konstrukeji funkcji E™ wynika, ze jej wykres lezy pomiedzy dwiema prostymi danymi
wzorami z — (1 —27")z i z — 2—z. Stad dostajemy, ze 1 — 27" < D, E"(0) oraz
DYE"(0) < 2.

Ad (3) Skoro E' na kazdym przedziale 2771 2] jest afiniczna kopia h, to na mocy
Lematu 3.2 oraz (2) otrzymujemy, ze E' jest scisle singularna. Teza dla n > 1 wynika z

(2) i Lematu 3.2 przez zastosowanie prostej indukcji. [
Lemat 3.4 Nastepujgce zbiory sq borelowskie:
(a) {(f,z) eHx [0,1): D" f(z) < a} dla a € (0,00];
(@) {(f,x) e Hx[0,1): D" f(z) > a} dla a € [0,00);
(b) {(f;2) e Hx[0,1): D*f(x) = Dy f(x)};

(c) {(f,x) e H x [0,1] : f'(z) istnieje}.
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Ponadto zbiory analogiczne do opisanych w (a) i (a’) sq borelowskie, gdy zmienimy D
na Dy lub jesli zmienimy nierdwnosé ,<” na ,<” lub na ,=” w (a) oraz odpowiednio ,>"
na ,>" w (a’). Rowniez zbiory analogiczne do opisanych w (a), (a’), (b) sq borelowskie,

gdy rozwazymy D~, D_ zamiast DV, Dy dla x € (0,1].

Dowod. Ad (a) Zauwazmy, ze dla a < oo mamy

{(f,2) €H x [0,1): D* f(z) < a} =

flx+h) - f(z)

{(f,x) e Hx [0,1): lim sup <a} =
n=0 0<h<1/n h
U m {(f,x)eHx[O,l):f(erh;)l_f(x)<a—1/k}.

k,neN he(0,1/n)N

Stad poniewaz zbior {(f,z) € Hx [0,1) : M < a—1/k} jest otwarty w H x [0, 1),
wiec zbior {(f,z) € Hx [0,1) : DT f(z) < a} jest borelowski. Dowdd dla innych zbiorow
wystepujacych w (a) i (a’) jest podobny.

Ad (b) Zauwazmy, ze

{(f,2) eH x[0,1): D" f(z) = Dy f(x)} =

() {(f.z) eHx[0,1): D¥ f(z) <p = D,f(x) <p}.

peQ+
Stad oraz 7z odpowiednich wersji (a), (a’) wynika, ze zbior w (b) jest borelowski.

Ad (¢) Zauwazmy, ze
{(f,z) e H x [0,1] : f'(x) istnieje} =

{(f.z) eHx [0,1] : (z € (0,1) = D" f(z) = D+ f(z) = D™ f(x) = D_ f(2))
i(x=0=D"f(z)=Dyf(z))i(x=1= D f(x) = D_f(x))}.

Nastepnie argumentujemy podobnie jak dla (b). O
Dla ciagu o € NY i liczby n € N oznaczmy aln = («(0),...,a(n — 1)) € NN, Ana-
logicznie dla ciaggu skoticzonego s € N<N i liczby n € N, n < |s|, oznaczmy s|n =

(s(0),...,s(n — 1)) € N<N,

Twierdzenie 3.5 Zbior SSHT jest 11} —zupelny.
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Dowo6d. Najpierw pokazemy, ze zbior SSHT™ jest koanalityczny. W tym celu rozwazmy

dopelienie SSHT. Na mocy Lematu 3.4 zbior
{(f,z) e Hx[0,1] : fi (z) istnieje oraz 0 < f’ (z) < oo}
jest borelowski. Zatem zbior
H\ SSH* ={f € H: 3z € [0,1] (f\(x) istnieje oraz 0 < f(z) < o)}

jest analityczny jako rzut zbioru borelowskiego, co oznacza, ze zbior SSH™ jest koanali-
tyczny.

Wystarczy zatem znalezé ciagla redukcje Tr do SSH*. Na poczatek wprowadzimy
stosowne oznaczenia. Niech Iy = Jy = [0,1] oraz Iy = [gm7, 535 1 Jin) = [55072 3277)
dla n € N. Dla a,b € R, a < b, poléozmy ¢pp(r) = a(l —x) + bx dla z € [0,1] — jest
to rosnaca afiniczna bijekcja [0,1] na [a,b]. Indukcyjnie definiujemy I, = @1, (I(js+n))
oraz Jon = @1, (J(sj4n)) dla s € NN |s] > 1, oraz n € N. Niech dalej K! = ¢, ({;)) i
L =, (Ju) dla s € NN oraz i < |s].

Niech T € Tr. Poloimy fI = E'. Nastepnie definiujemy indukcyjnie funkcje f7,
n € N. Aby uzyska¢ fI, |, modyfikujemy funkcje f na przedzialach I, J, oraz K},
Li‘n, oile s € T, |s| = n+1, i < n. Mianowicie, jesli I jest dowolnym sposrod tych
przedzialow, to przyjmujemy fI.,|; = P(I, E"*?). Dla pozostalych z € [0,1] funkcja
fr., nie zmienia sie, tzn. fL. () = fI(z). Zauwazmy, ze fI' € H implikuje f7., € H.
Zatem stosujac prosta indukcje stwierdzamy, ze fI' € H dla wszystkich n € N.

Niech m,n € N beda takie, ze 0 < m < n. Woéwczas z konstrukcji wynika, ze norma
supremum || f1 — fT|| w C[0, 1] jest mniejsza niz dtugo$¢ przedziatu I;, gdzie t jest ciagiem
sktadajgcym sie z m — 1 zer, to znaczy jest mniejsza niz 27!, Rzeczywiscie, wykresy
funkcji f1 i fI' moga sie r67ni¢ co najwyzej w kwadratach I, x I, J, x J, dla |s| > m oraz
w kwadratach typu K¢ x K! i L' x L% dla |s| > m, a wszystkie te kwadraty sa mniejsze
od kwadratu I; x I;. Zatem (fI) jest ciagiem Cauchy’ego w C[0, 1], a wiec jest zbiezny
do pewnej funkcji f7 € €0, 1] takiej, ze f7(0) =01 fZ(1) = 1. Z konstrukcji nietrudno
wynika, ze f7T jest §ciSle rosngca. To oznacza, ze f1 € H.

Pokazemy, ze T +— fT jest cigglym odwzorowaniem z Tr do H. Niech n € N oraz
ustalmy s — (s) — bijekcje z NN na N i liczbe naturalna N taka, ze dlugo$¢ przedziatu
I, jest mniejsza niz 27", o ile (s) > N. Niech S i T beda dwoma drzewami na N takimi,
ze

TN{secN":(s) <N} =85n{sec N":(s) < N}.
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Wowczas ||fT — f5]| < 27, co dowodzi ciagloéci odwzorowania T — f7.

Aby zakonczyé dowodd twierdzenia, wystarczy sprawdzié, ze dla dowolnego T € Tr
zachodzi T € WF <= fT ¢ SSH'. Niech T € WF. Jesli T = {0}, to T =
E' € SSH* ma mocy Lematu 3.3. Niech wiec T # {@}. Chcemy pokazaé, ze fI nie
ma prawostronnej pochodnej w zadnym punkcie z € [0,1). Zauwazmy, ze funkcja f7,

na kazdym z przedziatow J, dla s € T\ {0}, K, i L dla s € T, |s] > 2,

(Is|=1) s|(Is]—1)

jest afiniczna kopia pewnej funkcji £, a zatem nie ma prawostronnej pochodnej w tych
przedzialach. Podobnie bedzie, gdy rozwazymy f” na I, dla s € T o tej wlasnosci, ze
s nie ma zadnego rozszerzenia w T, tzn. s'n ¢ T dla kazdego n € N. Suma wszystkich

przedziatow J;, K!

s|(]s|]—1)?

LS‘(| 1) oraz I opisanych powyze] jest rowna [0,1] \ A, gdzie
zbior A jest przeliczalny (skoniczony lub nieskoriczony), bo sklada sie z granic ciagow
postaci (z2) gdzie 27 € Js, dla wszystkich s o wlasnosci s°0 € T. Z drugiej strony
r €A < 3Js(x =infl;is0 € T). Niech wiec x € A i niech ciag s bedzie taki, ze
s°0 € T oraz

{a} = el Juw) = {inf 1}

neN  k>n
W kazdym przedziale J,-, funkcja f7 jest kopia afiniczng E!**2. Stosujac podobne rozu-
mowanie jak w dowodzie Lematu 3.3, mozna pokaza¢, ze D, fT(x) < D*fT(z). Stad
wynika, ze fT nie ma prawostronnej pochodnej w x (skoriczonej ani nieskoriczonej).

Niech T ¢ WF. Wowczas [T] # 0, gdzie [T] jest cialem drzewa T. Niech o € [T].
Pokazemy, ze f* ma pochodna prawostronna w = rowna 1, gdzie {z} = (),cy lajn; W
szczegolnosci f1 ¢ SSHT, co zakoniczy dowdd twierdzenia. Ustalmy n > 2. Pokazemy, ze
dla y ze zbioru

U[a\nle UJ<a|n1 Ul Kajnn Y U L (3.1)
i<a(n) i<a(n) i<n <n

(jest to suma wszystkich przedzialow pojawiajacych sie w n-tym kroku konstrukcji f7 na
prawo od punktu z) mamy

Iy = 1) 2

1-27"< < .
Yy— 2n —1

(3.2)

W kazdym przedziale, ktory pojawia sie w sumie (3.1), funkcja f7 jest afiniczng kopia E™
lub jest modyfikacja takiej kopii lezaca blizej wykresu funkcji identycznosciowej. Niech [y
i ly beda prostymi takimi, ze (max I,j,, max I,,) jest ich punktem przecigcia, a wpotezyn-

2" :
5»—7- Na Rysunkach 3.4 i 3.5 przedstaw-

niki kierunkowe wynosza odpowiednio 1 —27" i

iona jest ta sytuacja w przypadku, gdy n = 2. Z Lematu 3.3 oraz konstrukcji f7 wynika,



,,,,,,,,,,,,,,,,

(maxla‘”, max Ia|n)

l (Lgl2)2

Rysunek 3.4: Przypadek n = 2

la

I

Rysunek 3.5: Przypadek n = 2, c.d.
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ze punkt (y, f7(y)) lezy migdzy [y i Iy, a doktadniej nad [y i pod Iy (na Rysunku 3.5 prz-
erywang linig zaznaczono kwadrat (I,2)% punkt (y, f7(y)) lezy w jednym z kwadratow

na prawo od (I42)?). Punkt (v, f"(z)) lezy w kwadracie I3, ., a zatem lezy takie w

al(n+1
kwadracie [min I,),, max I(4n)-0]*> (na Rysunku 3.4 kwadrat (I,3)* to duzy kwadrat zaz-
naczony przerywana linig; maty kwadrat w lewym dolnym rogu tego rysunku zaznaczony
linig przerywana, to [min I, 2, max I(4j2)-0)?). Poniewaz 2*"(max I(4jn)-0o—min Lyp,) = Lol
wiec kwadrat [min Iy, max I(apn)-0]” lezy powyzej I i ponizej ;. Stad mamy (3.2). Skoro
kazdy punkt y > x lezacy wystarczajaco blisko punktu x nalezy do pewnego zbioru postaci

(3.1), to z (3.2) otrzymujemy DT fT(z) =1= D, fT(x). O
Twierdzenie 3.6 Zbior SSH™ jest 11} —zupelny.

Dowéd. Dla f € H potézmy f(x) = 1—f(1—x), z € [0,1]. Woéwezas f € H. Ponadto
odwzorowanie f — f jest homeomorfizmem H na siebie. Jednoczesnie dla f € H mamy
DY f(x) = D™ f(1 —z) dla x € [0,1) oraz D, f(x) = D_f(1 — ) dla € (0,1]. Stad
otrzymujemy, ze zbior SSH™ ma te sama ztozono$¢ deskryptywng co zbior SSH™. Zatem
na mocy Twierdzenia 3.5 otrzymujemy teze. [J

Teraz zmodyfikujemy nieco powyzsza konstrukeje, by pokazac, ze zbior SSH jest IT—
zupetny. Niech
P([0, 3}, E(/)(z) dlaz €0, 3),

P([31], E(f))(z) dlaz € [3,1].

Na Rysunku 3.6 pokazane jest dziatanie operacji F'(-) na funkcje g € H rozwazana przed
Lematem 3.3. Niech h € H bedzie wezedniej ustalona funkeja o wlasnosei (x). Definiujemy
F!' = F(h) oraz F"™' = F(F") dla n > 1. Zauwazmy, ze wykres funkcji F™ lezy miedzy
dwiema prostymi x +— x — 1/4" i z +— x + 1/4™.

Dowéd Twiedzenia 3.1. Dowod koanalitycznosci SSH jest standardowy (por. [11,
Lemat 5.2]). Pokazemy IT{—zupelnos¢. Niech Iy = Jy = [0,1] oraz [(n) = [3 + 55, 5 +

2%“] i Ji) [2 + 22,}+3,% + 22n+2] dla n € N. Niech I = {1 -2 : 2 € Iy} oraz
Ju ={l—xz:x € Jy}, dlan € N. Nastepnie dla s € N<N, |s| > 1, indukcyjnie
definiujemy Iy, = @1, (L(|s]+n)) 0raz Js = ©1,(J(js|4n)); analogicznie okreslamy I i
Jon. Niech dalej K! = ¢y (I(;)) oraz L. = ¢y, (J;;)) dla s € NN oraz i < |s|; analogicznie

okreslamy f; i L_g Niech T € Tr. Potozmy fI = F'. Definiujemy indukcyjnie funkcje

T
n

n € N, w nastepujacy sposob. Aby uzyska¢ fI.,, modyfikujemy f! na kazdym
L’L

sln

przedziale postaci I, Js, K (1 < n), gdzie s € T i |s| = n+ 1. Mianowicie

7
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Rysunek 3.6: Wykres funkcji F'(g)

na I przyjmujemy f, rowna P(I;, F"*?), a na J; kladziemy P(J,, F""2); podobnie

definiujemy fnTJr1 na Kz,'n i Lim dla wszystkich i < n. Na przedzialach I, J,, K:

s|n>?

LY, definiujemy [, analogicznie. W pozostalych punktach przedziatu [0, 1] funkcja f
pozostaje niezmieniona.

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.5 pokazujemy, ze ciag (fI') speinia warunek
Cauchy’ego w C0, 1] oraz jest zbiezny do pewnego f7 € H. Ponadto T+ f7 jest ciagtym
odwzorowaniem z Tr w H. Na koniec stosujac odpowiednie geometryczne rozwazania,

pokazemy, ze T € WFE T € SSH dla kazdego T € Tr.

Jesli T € ﬂ, to podobnie jak w dowodzie dla SSHT pokazujemy, ze dla kazdego
x € [0, 1] istnieje otoczenie U punktu z oraz n € N takie, ze f7|U = fI'|U. Skad wynika,
ze fI € SSH.

Niech T ¢ WFE. Niech a € [T]. Pokazemy, ze fT ma pochodna w z réwna 1, gdzie
{2} = Nex Lajn; W szezegolnosel f1 ¢ SSH. Ustalmy n > 2. Niech y bedzie elementem
sumy wszystkich przedzialow pojawiajacych sie w n-tym kroku konstrukcji f7 na prawo
od punktu z. Niech [3 i [, bedg prostymi odpowiednio o wspoélczynnikach kierunkowych
(I+2/2")/(1 —1/2")1 (1 —1/2")/(1 + 2/2") oraz przechodzacymi odpowiedno przez
punkty

(max(Lyyn) + min(hm)))

DN | —

1 1 1 1
p3 = (5 (1 + 2—n> HlaX([a\n) + 5 (1 — 2—n) min([a\n)>
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ly

Rysunek 3.7: Przypadek, gdy n =2

Dy = (% (max(]a|n) + min(fam)) ; % ( + zin) max(lapn) + % (1 - 2%) min(]aln)) .
Dla n = 2 sytuacja ta jest przedstawiona na Rysunku 3.7 — punkt (z, f7(z)) lezy w malym
kwadracie zaznaczonym przerywang linig znajdujacym sie w $rodku rysunku. Wowczas
punkty (z, f1(z)) i (y, f (y)) leza miedzy prostymi I3 i [, po przeciwnych stronach punktu
przeciecia tych prostych. Zatem

=3 _ [T - ") _1+3
1+ 2~ y—x T 1-

co przy n — oo daje (f7), (z) = 1. Niech teraz y bedzie elementem domkniecia sumy
wszystkich przedzialow pojawiajacych sie w n-tym kroku konstrukeji na lewo od punktu x.
Niech [; i I3 bedg prostymi odpowiednio o wspotczynnikach kierunkowych (142/2™)/(1—
1/2")i(1—1/2")/(1 + 2/2™) przechodzacymi odpowiednio przez punkty

P = (% <1 - 2—1n) max(Iy,) + % (1 + 2%) min(fan)é (max(Zajn) + min([am)))
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P2 = (% (max(ly)n) 4+ min(Zyyn)) , % (1 — 2%) max (L) + % <1 + 2%) min([am)) .

Wowczas punkty (z, f7(x)) i (y, f1(y)) leza miedzy prostymi [ i ls po przeciwnych
stronach punktu przeciecia tych prostych. Zatem

b)) 1t E
1+ 2~ y—x T 1-

co przy n — oo daje (f1) (z)=1. 0

3.2 Inne zbiory autohomeomorfizmow
Bedziemy rozwaza¢ nastepujacy zbior
Ao ={f €M :Vx€[0,1)(D"f(x) < o0) iV € (0,1](D f(z) < 00)}

wszystkich autohomeomorfizmoéow ze skonczonymi gérnymi pochodnymi Diniego w kazdym

punkcie, oraz zbior
Auy={f €H:Va e [0,1)(D f(z) > 0)iVe e (0,1](D_f(x) > 0)}

wszystkich autohomeomorfizméw z dodatnimi dolnymi pochodnymi Diniego w kazdym
punkcie.

Powiemy, ze odwzorowanie f : N<N — N jest monotoniczne, jesli
Vs,t € NN[(3n < [t|, tn=s)= f(s) < f(t)].
Lemat 3.7 Istnieje monotoniczna bijekcja pomiedzy N<N i N.

Dowéd. Zdefiniujemy indukcyjnie bijekcje a : N — N<N taka, ze funkcja a=! jest
monotoniczna. Potozmy a(0) = 0. Zalozmy, ze ciagi a(0),a(1), ..., a(2" — 1) sa okreslone.
Definiujemy a(2"),a(2" + 1), ...,a(2"™ — 1) nastepujaco. Dla k € {0,1,...,2" — 1} niech
ni bedzie najmniejsza liczba naturalna taka, ze ciag (a(k))'ng nie nalezy do zbioru
{a(0),a(1),...,a(2” + k — 1)}. Polézmy a(2" + k) = (a(k))ng. Odwzorowanie a jest
roznowartosciowe. Zauwazmy ponadto, ze ciag (mg, m1, ...,m;) € N<N pojawia sie wérod
ciagow a(0),a(1), ..., a(QZ'li:l(mi“)). Zatem a jest surjekcja. Funkcja a zostala tak defin-

iowana, zeby a~! byla monotoniczna. [J
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Twierdzenie 3.8 Rodziny Ao, A, oraz Ao N A, sq zbiorami 11} —zupetnymi.

Dowéd. Z Lematu 3.4 i definicji zbiorow Ao i A, tatwo wida¢, ze sa one koanali-
tyczne. Zbior Ao N A, jest koanalityczny jako cze$¢ wspolna dwoch zbioréw koanali-
tycznych.

Na poczatek pokazemy, ze zbiér A_. jest II'-zupely. Dla a,b € R takich, ze a < b
niech @4 () = a(l — x) + bz, dla x € [a,b]. Ustalmy s +— (s) — monotoniczna bijekcje z
N<N na N (Lemat 3.7).

Niech Iy = Jy = [0,1] oraz I,y = [27"71,27"] dla n € N. Indukcyjnie definiujemy
przedzialy domkniete I, i J, dla s € N<N |s| > 1, takie, ze:

L.VneN (Iy, =05 Iwm));

2. || = g5 |L;

40y

3. przedziaty I i J, sa wspoltsrodkowe.

Ustalmy 7" € Tr. Niech f§ = idjp ). Indukeyjnie definiujemy funkeje f; nastepujaco.
Aby otrzymac¢ f.,, modyfikujemy funkcje f na kazdym przedziale I, gdzie s € T 1
|s| = n+1. Na J; definiujemy fI,, jako funkcje afiniczna o wspolczynniku kierunkowym
2" taka, ze fiL (Srodek(Js)) = f(srodek(I)). Na I\ J; definiujemy fI. | jako funkcje
kawalkami afiniczna taka, ze fL,  (minly) = fl(minly), f (max [) = fI'(maxI;) oraz
[, jest ciagta na I,.

Zauwazmy, ze ||fL, — fF]| <1/2"*! n € N, wiec dla m > n mamy

C) W = fall <N = foall + I = Sl S 5w 4+ 5o <

Zatem ciag (fI) spelnia warunek Cauchy’ego w C[0,1], a wiec jest zbiezny do pewne]
funkcji fT € C[0,1]. Ponadto f1(0) = 0i f(1) = 1. Z konstrukcji wynika, iz f7 jest
$cisle rosnaca. Zatem f7 € H.

Pokazemy teraz, ze T +— f7T jest ciaglym odwzorowaniem z Tr w H. Niech Si T beda

dwoma drzewami na N takimi, ze dla liczby naturalnej N zachodzi
TN{seNN:(s) <N =5n{scN":(s) < N}

Wowcezas z konstrukeji i nieréwnosci (%) mamy

1
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Rysunek 3.8: Wzajemne potozenie I, i Jop

co dowodzi cigglosci T — f7.

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy pokazaé, ze dla kazdego T € T'r
TeWF «— fleA_..

Niech T'e WF iz € [0,1]. Wtedy z nalezy do skonczenie wielu przedzialow J, s € T,

lub nie nalezy do zadnego z nich. Zatem istnieje n € N oraz otwarte otoczenie U punktu

x takie, ze f1|y = fT|y. Stad otrzymujemy DT fT(z) < +oo oraz D™ fT(x) < +o0.
Niech teraz T ¢ WF. Woéwczas istnieje o € NV takie, ze a|n € T dla wszystkich

n € N. Niech x,, = min I}, y, = max I, oraz € (), cn Lajn = Nnen Jajn- Dla kazdego

neN
n € N, punkt z lezy w podprzedziale J,, przedziatu I, oraz |Jop| = 4_<a|”>\[a|n].
Na Rysunku 3.8 duzy prostokat zaznaczony przerywang linia ma podstawe rownag |/,
wysokoS§¢ 2" |1 | 1 jest taki, ze wykres funkcji fT|1a|" jest w nim zawarty. Maly prostokat
zaznaczony przerywana linia o podstawie |Jup,| 1 wysokosci 2"y, |, jest wspotérod-
kowy z duzym prostokatem i zawiera wykres funkcji f7| o+ W szczegolnosci maty pros-
FTyn)=fT(@) 5 [T (@n)=fT ()

Yn—o Tn—2

tokat zawiera punkt (z, f7(z)). Zatem ilorazy réznicowe sa nie
mniejsze niz odpowiednie wspolczynniki kierunkowe prostych Iy i [;. Zauwazmy dalej, ze
wspotezynniki kierunkowe prostych [ i o sa takie same i réwne
52" Hapn| — 527 Jagn] 2" |Iggn| — 27T AT L)1 — 2 4 el
_ — >
sHagnl + 51 Jajnl | Lajn| + 474" [ Ly 14 4-telm =
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1—2.47
> > 2"
> 5 >
Skoro x, — x i y, — ¥, to otrzymujemy DT fT(x) = +oo oraz D~ f1(x) = +o0.
7 konstrukcji funkeji f7 (dla dowolnego drzewa T € Tr) wynika, ze D fT(z) > 5 dla
z € (0,1) oraz D_f"(x) > 5 dla z € (0,1]. Stad dla dowolnego T" € T'r otrzymujemy

TEWF <= ffeA_NA,.

To dowodzi IT}—zupetnosci zbioru A_,, N A_,.

Dowod dla A_, jest analogiczny jak dla A_,. Mianowicie dla T € Tr polozmy
fd = idj 1, a nastepnie indukeyjnie definiujemy funkeje f! nastepujaco. Aby otrzymac
fL.;, modyfikujemy funkcje f7 na kazdym przedziale I, gdzie s € T'i |s| = n+ 1. Na
J, definiujemy fI, | jako funkcje afiniczng o wspolezynniku kierunkowym 1/2" taka, ze

I (srodek(J,)) = fl(srodek(Is)). Na I\ J; definiujemy fI,, jako funkcje kawatkami
afiniczna taka, ze f ,(minly) = fI'(minl), f(max[) = fl(maxI,) oraz fL | jest
ciagla na I,. Dalej pokazujemy, ze T — f7 jest ciaglym odwzorowaniem z Tr w H oraz

dla kazdego T' € T'r
TeWF < ffeA,,.

To dowodzi [TI;—zupelnosci zbioru A_ . O

Uwaga 3.9 Na mocy Faktu 1.4 rodziny WFiUB sa parg zbioréw koanalitycznych,
ktore nie daja sie borelowsko oddzieli¢ (inne przyktady takich zbioréw mozna znalezé w
[2]). Przez SSH; oznaczmy zbior wszystkich autohomeomorfizmow z dokladnie jednym
punktem z [0, 1], w ktorym istnieje pochodna skoriczona i dodatnia. Zauwazmy, ze dla

dowolnego drzewa T € T'r
TeWF < fTeSSH i TecUB < (T c SSH,,

gdzie UB =UBNTr. To pokazuje, ze SSH i SSH; sg para zbioréw koanalitycznych,
ktore nie daja sie borelowsko oddzielic. Mozna analogicznie dowies¢ podobnego faktu,

dobierajac odpowiednie pary do rodzin SSHT, A, A, oraz A, NA_.

Uwaga 3.10 Istnieje $cisly zwigzek miedzy singularnymi miarami prawdopodobienstwa
na [0, 1] a singularnymi autohomeomorfizmami przedziatu [0, 1], gdyz kazda miara Lebes-
gue’a-Stieltjesa generowana przez singularny autohomoemorfizm jest singularna miarg

prawdopodobienistwa. Stosujac ten fakt, pokazemy, ze zbioér SH wszystkich singularnych
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autohomeomorfizmow przedziatu [0, 1] jest borelowski. Niech v bedzie ustalona ciagta
miara prawdopodobieristwa na [0, 1] i niech p oznacza miare Lebesgue’a na [0, 1]. Przez
P([0,1]) oznaczmy przestrzen wszystkich borelowskich miar probabilistycznych na [0, 1]
wyposazong w najstabszg topologie, w ktorej wszystkie odwzorowania postaci v — fol fdv,
f € C[0,1], sa ciagle (por. [14, 17.E]). Przypomnijmy, ze miare ciagla v nazywamy
singularna, gdy istnieje zbior borelowski miary u zero A C [0, 1] taki, ze v(A) = 1, co
symbolicznie oznaczamy v L p. Poniewaz relacja L jest borelowska w P([0, 1]) x P(]0, 1])
(patrz [14, 17.39]) oraz zbior {v € P([0,1]) : v jest ciagla} jest podzbiorem borelowskim
P([0,1]) (por. [14, 17.37]), wiec zbior

SP = {v € P([0,1]) : v L u oraz v jest ciagla}

jest takze borelowski. Dla f € H niech v; bedzie jedyng miara prawdopodobienstwa
na [0, 1] taka, ze vf([0,2)) = f(x). Odwzorowanie f — vy dziatajace z H w P([0, 1])
jest ciagte | gdyz zbieznos¢ f, — f w przestrzeni H (zbieznos¢ jednostajna) implikuje
vy, — vy wP([0,1]) (por. |3, paragraf 14]). Ponadto f € SH <= vy L u dla dowolnego
f € H (por. |3, paragraf 32, str. 423|). Zatem zbior SH (jako przeciwobraz zbioru
SP przez odwzorowanie ciggle) ma zlozonosé deskryptywna nie wieksza niz zbior SP, w

szczegolnosci jest borelowski.



Rozdzial 4

Funkcje ciaggle rézniczkowalne poza

zbiorem przeliczalnym

Klasyczne twierdzenie Mazurkiewicza [19], [14, 33.9] mowi, ze zbior DIFF wszystkich
funkgcji z C[0, 1], ktore sa rozniczkowalne w kazdym punkcie, jest I1{-zupelny, w szczegol-
nosci nieborelowski. W niedawno opublikowanej pracy [25| Sofronidis pokazal, ze zbior
wszystkich kawatkami rézniczkowalnych funkcji jest zbiorem ITj—zupelnym. Na mocy
definicji, funkcja f jest kawatkami rozniczkowalna na [0, 1], gdy istnieje skoniczony podzbior
[0, 1] poza ktorym jest ona rozniczkowalna. W tym rozdziale zbadamy, co sie stanie, jesli
w twierdzeniu Sofronidisa zastapimy stowo ,skorniczony” stowem ,przeliczalny”. Pokazemy
(Wniosek 4.3 (iv)), ze zbior wszystkich funkcji z C[0,1] o przeliczalnym zbiorze punk-
tow nier6zniczkowalnosci jest IT3-—zupelny. Glowna konstrukcja oraz Twierdzenie 4.1
nasladuja dowod twierdzenia Mazurkiewicza przedstawiony w monografii Kechrisa [14].
Jako szczegolny przypadek dostajemy zaré6wno twierdzenie Mazurkiewicza jak i twierdze-
nie Sofronidisa. Modyfikacja konstrukeji z [14| polega na uzyciu dodatkowego parametru
d € {0,1}<N dzieki czemu mozemy generowa¢ odpowiednie zbiory doskonate. Przez zbior
doskonaly w przestrzeni metrycznej rozumiemy niepusty domkniety zbior w sobie gesty.

Konstrukcja

Dla przedziatu K = [u,v], przez K i K® oznaczmy odpowiednio prawa i lewa
potowe przedziatu K (tzn. K& = [u, $(u+v)] i KW = [1(u+v),v]); przez | J| oznaczmy
dtugosé przedziatu J; dla skonczonego ciagu s przez |s| liczbe jego wyrazow. Niech Z =
{(s,d) € NN x {0,1}<N : |s| = |d|} i ustalmy bijekcje (s,d) — ((s,d)) pomiedzy Z
i N. DlaT € Tr oznaczmy Z(T) = {(s,d) € Z : s € T}. Dla (s,d) € Z przez
|(s,d)| oznaczmy wspolna wartosé |s| i |d|. Dla f € C[0,1] potézmy ND(f) = {x €
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[0,1] : f'(z) nie istnieje} (,,f'(x) nie istnieje” oznacza tutaj, ze granica lim,_,, %g(y) nie

istnieje lub jest nieskonczona).
Ustalmy domkniety przedziat I = [a,b] C [0,1] i niech o(z;I) bedzie funkcja o
dziedzinie [0, 1] dana wzorem:

16(z—a)?(z—b)2

—a)3
;1) = (=) ‘ ,
0, W przeciwnym razie.

, jeslix el

Zauwazmy, ze funkcja ta jest rozniczkowalna na [0, 1].

Definiujemy dla kazdego (s, d) € Z przedzialy domkniete J, ) oraz K, 4y takie, ze:
(1) Ksa) C Jisa jest wspolsrodkowy z Jis gy oraz |Ksa| < 27D ([T a| — [Kisal);
(i) Jisn,as C K((Qi) dla dowolnych n € N oraz ¢ € {0, 1};

(iii) S5 n,a-yNJ(s"m,a-j) = 0 dla dowolnych n,m € Noraz,j € {0,1}, oile (n,4) # (m, j).

Na poczatek przyjmujemy Jg) = [0, 1], a dalsza konstrukcja jest indukcyjna wzgledem

dtugosci |(s,d)|. Majac drzewo T na N, potozmy

R
Fr(z) = Z gp(x,K((s’ ),z €10,1].
(s,d)eZ(T)
(R) (R) —{(s,d))
Skoro 0 < ¢(z, K [g) < [K ol <2 , to Fr € C0,1].
Pokazemy teraz, ze T — Fr jest ciaglym odwzorowaniem dziatajacym z Tr w C10, 1].
Niech € > 01 dobierzmy N € N tak, by 2=V=2) < ¢, Ustalmy T € Tr i rozwazmy dowolne

drzewo S € T'r takie, ze
TN{secN"N:vde{0,1}N(|d =|s| = ((5,d)) < N)} =
SN{seNY:vd e {0,13N(d| = |s| = ((s,d)) < N}.

Wowczas dla dowolnego x € [0, 1] mamy

R R
|Fr(z) — Fs()| < 3 pla, K(5)) + 3 pla, K[ <
(s,d)eZ(T),((s,d))>N (s,d)€Z(S),((s,d))>N
—i —i 1
2(2 +27") = SN <€
i>N
Niech

Gr = U ﬂ U J(y|n,d) dlaT € Tr.

ye[T] n def{0,1}™
Zauwazmy, ze dla kazdego y € NN zbior ), Udeto.1yn Jwinay jest homeomorficzny ze

zbiorem Cantora. Zatem dla dowolnego drzewa T zachodza warunki:
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(x) (T e WF <= Gr=0)oraz (T ¢ WF <= G zawiera zbior doskonaly).
Twierdzenie 4.1 Funkcja T — Fr ma nastepujgce wltasnosci:
1) Te WF <= ND(Fy) = 0;
2) T¢ WF <= ND(Fr) zawiera zbior doskonaty.
Dowdéd. Na mocy (%) wystarczy pokazaé, ze dla kazdego z € [0, 1] zachodzi
r ¢ Gr < Fy(x) istnieje.

Zalozmy najpierw, ze x € Gp. Wtedy istnieja y € [T] oraz 2z € {0, 1} o tej wlasnosci,

dla wszystkich n € N. Niech ¢, bedzie srodkiem przedziatu K((yli o) i

niech /,, ]K (yln, z|n)|/2 Wowezas Fr(x) = 0 oraz Fr(c, +1,) = 0 dla kazdego n € N,

zexEK((

In, z|n

wiec
Fr(c, +1,) — F
vnenN flnth) = Fr(@) _,
+1,—x
Z drugiej strony
Fr(c,) — F 2l, 2
Vn e N r(cn) T(x)Z—:—.
Cp— T 3, 3

Poniewaz ¢, — z, ¢, + [,, — x, wiec F.(z) nie istnieje.
Niech teraz © ¢ Gp. Wtedy x nalezy do co najwyzej skoriczonej liczby przedzialow

typu Jis.q), czyli istnieje N € N takie, ze
V(s,d) € Z(T) ({(s,d)) > N =z ¢ Jsa))

Niech para (s,d) € Z(T) bedzie taka, ze ((s,d)) > N oraz niech h € R\ {0}. Jezeli

B < [Jal = 1Kol to x+h ¢ KT wiee o(z, K1) = 0. Mamy zatem

(R) (R) (R)
p(z + h, K(s d)) - (p(xvK(s,d)) _ o(r + h, K(s,d)) < ‘K(s,d)| < 9-{(s.d)

h Al sl = 1 Ksal

Dla n > N potézmy
n R)
@)= Y el K.
(5,d)€Z(T),{(s,d))<n
Pokazemy, ze Fr.(z) istnieje. Niech ¢ > 0. Wybierzmy n > N takie, ze 27" < £/2. Niech
k = min{|(s,d)| : (s,d) € Z(T) i ((s,d)) > n} i ustalmy pare (5,d) € Z(T) taka, ze
(3,d)| = k. Potézmy § = |Jisa| — [Kzal- Niech [h] € (0,6). Wowezas otrzymujemy
Fr(z+h) = Fp(z)  F{(z +h) — F ()

_ <
h h -
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R R
QO(I + h7 K((&()l)) - ()0(‘7:7 K((&C)l))
h

00 ' c

< 277 =2"" < =,

- Z 2
j=n+1

< )
(D

(s,d)eZ s,d)y>n

Funkcja Fr}n) jest rozniczkowalna, wiec istnieje § € (0, 9] taka, ze

F(z+h) — F¥ () (x4 b)) — B (2)

h n

<

DN ™

dla dowolnych h, b’ takich, ze |h|,|R| € (0,0). Stad i poprzednich oszacowan mamy

‘FT(x +h)—Fr(z) Fr(z+h) - Fr(z)
h h!

dla dowolnych h, b’ takich, ze |h|,|h| € (0,0). Zatem istnieje skoniczona pochodna F.(x).
U

Whiosek 4.2 Niech R bedzie rodzing przeliczalnych podzbioréw [0,1] takq, Ze O € R.
Wtedy zbior {f € C[0,1] : ND(f) € R} jest II{~hard. W szczegdlnosci jesli zbior ten jest

koanalityczny, to jest I1i-zupetny.

Whniosek 4.3 (i) Zbior {f € C[0,1] : ND(f) = 0} jest 1Ii—zupelny (Mazurkiewicz
[19], [14, 33.9]).

(ii) Zbior {f € C[0,1] : ND(f) jest skoriczony} jest 11} —zupetny (Sofronidis [25]).
(iii) Zbior {f € C[0,1] : ND(f) jest przeliczalny} jest 11} —zupetny.
(iv) Zbior {f € C[0,1] : ND(f) jest przeliczalny typu Gs} jest II; —zupelny.

Dowd6d. Z Wniosku 4.2 wynika ze zbiory opisane w warunkach (i)—(iv) sa IT{—hard.
Wystarczy wiec pokazaé¢, ze sa one koanalityczne.

Potozmy E = {(f,z) € C[0,1] x [0,1] : f'(x) nie istnieje}. Wiadomo, ze zbior F
jest 339 (|14, 23.23]) oraz zbior w (i) jest dopelnieniem rzutu E na pierwsza wspotrzedna,
zatem jest on koanalityczny.

Zbior w (ii) jest dopelnieniem rzutu zbioru borelowskiego
{(f, (z)) € C[0,1] x [0, 1] : (Vi,j € N)(i # j = 2 # x;) AVn € N((f,2) ¢ E)}

na C10, 1].
Niech Ef = {x € [0,1] : (z, f) € E} (ciecie zbioru E punktem f). Mamy {f € C[0,1] :
ND(f) jest przeliczalny} = {f € C[0,1] : Ef jest przeliczalny}. Na mocy twierdzenia

Mazurkiewicza-Sierpinskiego [14, 29.19] zbiér w (iii) jest koanalityczny.
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Dla dowodu (iv) odnotujmy najpierw, ze zbiér przeliczalny A C [0, 1] jest typu G
wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera niepustego zbioru w sobie gestego (por. [16, str. 78,
252, 259, 417]). Ponadto dla dowolnego A C [0, 1] mamy

A zawiera niepusty zbidr w sobie gesty <=

1
Ha,:neN}CA Vn,reN JkeN (O<\an—ak\<m).

Dalej zauwazmy, ze zbior
1
{(f, (z,) € C10,1] x [0,1]N :Vn,r e NIk € N (0 < |2, — 2] < 1 A(f,zn) ¢ E)}
r
jest borelowski. Zatem zbi6r
{f € C[0,1] : ND(f) zawiera niepusty zbior w sobie gesty } =
1
{feC0,1]:3(x,) €[0,1]NV¥n,r e NIk €N (0 < |z, — 23| < 1 A(f,zn) ¢ E)}
r
jest analityczny. Stad i z (iii) wynika, ze zbior w (iv) jest koanalityczny. O
Przedstawimy teraz idee innej metody dowodu Twierdzenia 4.1. W tym celu zdefiniu-
jemy pewna specjalng rodzine drzew na N. Dla s,t € N<N takich, ze |s| = [t] i dla liczby
n € N definiujemy s+t oraz ns w nastepujacy standardowy sposob: (s+t)(k) = s(k)+t(k)
i (ns)(k) = ns(k) dla k € N, k < |s|. Analogicznie definiujemy operacje o + 5 i na dla
ciagow nieskonczonych a, 3 € NY. Nastepnie definiujemy odwzorowanie H : Tr — Tr

wzorem

H(T)={2s+¢c:se€Torazee{0,1}}, TeTr

Potézmy Tr* = H(Tr). Poniewaz T € Tr* wtedy i tylko wtedy, gdy Vs € N<N [2s5 €
T = Ve € {0,1}l (25 + ¢ € T)], wiec Tr* jest domknietym podzbiorem Tr. Zatem jest
to podprzestrzen polska przestrzeni T'r, przy czym drzewa T € Tr* maja nastepujaca
wlasnosé

[T] #0 <= [T] jest zbiorem doskonatym.

Implikacja ,,<=” jest oczywista. Dla dowodu ,,=" zatézmy, ze drzewo T € T'r* jest takie,
ze [T] # (. Wowczas istnieje S € T'r takie, ze T = H(S). Niech z € [T]. Wtedy
z|n = 25™ e gdzie s € S oraz £™ € {0,1}" dla kazdego n € N. Niech ciag y € NV
bedzie taki, ze y|n = s™ dla kazdego n € N. Wtedy y € [S] oraz dla kazdego ciagu
z € {0,1}N mamy 2y + z € [T]. Zatem [T] jest zbiorem doskonalym, gdyz jest to zbior
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domkniety (por. |14, 2.4]) oraz dla dowolnego n € N wraz z punktem x zbioér [T] zawiera
punkt 2y + 2 taki, ze z[n = ™, z(n) =1 — ™+ (n).

Niech WEF* = WENTr*. Ustalmy s — (s) — bijekcje miedzy N<N i N. Funkcja H jest
borelowska jako punktowa granica ciagtych odwzorowan Hjy : Tr — Tr zdefniowanych
nastepujaco

Hy(T)={2s+c:s5€T,(s) <k, e€{0,1}*}, keN.

Poniewaz pojecia I1-zupelnosci i borelowskiej I1}-zupetnosci sa sobie rownowazne (patrz
[13]), wiec W F™* jest II;-zupelny.

Teraz w niewielkim stopniu modyfikujemy dowdd twierdzenia Mazurkiewicza z [14],
aby uzyska¢ Twierdzenie 4.1. Niech T' +— ®1 bedzie cigglym odwzorowaniem dziatajacym
z przestrzeni Tr w C[0, 1] opisanym w [14, 33.9], ktore §wiadczy o tym, ze DIFF jest 11—
zupelny (odwzorowanie to jest podobne do naszego odwzorowania 7' +— Fr zdefiniowanego
na poczatku rozdziatu, lecz w jego konstrukcji nie stosujemy parametru d). Niech T' € T'r.
Wowcezas z kazdym ciggiem « € [T] jest zwiazany punkt z, taki, ze skoriczona pochodna
/. (x,) nie istnieje oraz dla réznych «, 5 € [T] punkty x, i xg sa rézne. Z drugiej strony

jesli [T] = 0, to @ jest wszedzie rozniczkowalna. Stad dla 7' € T'r* mamy
[T] # 0 <= |{z €[0,1] : ’-(z) nie istnieje}| > w.

Zatem funkcja 7" +— ®7 obcieta do Tr* ma te same wlasnosci co funkcja T' — Fr z
Twierdzenia 4.1.
Wiele przyktadow zbiorow IT}—zupelnych (w tym wigkszosé takich przyktadéw z mono-

grafii [14]) ma nastepujaca postac
{obiekty bez punktow osobliwych}

(por. [2]). Obiektami mogg by¢ funkcje ciagte na [0,1], funkcje ciagle na T (gdzie
T = R/Z) lub homeomorfizmy przestrzeni zwartej, a punktami osobliwymi moga by¢
odpowiednio: punkty nierézniczkowalnosci (por. twierdzenie Mazurkiewicza), punkty w
ktorych szereg Fouriera nie jest zbiezny (por. [14, 33.13|) lub punkty, w ktérych home-
omorfizm ma orbity nieskoriczone (por. [14, 33.20]). Znana metoda dowodzenia I}
zupetosci zbiorow koanalitycznych tego typu jest znalezienie ciaglego (borelowskiego)

odwzorowania G przeksztatcajacego T'r w dana przestrzen majacego nastepujace wlanosci:

(a) jesli [T] =0, to G(T) nie ma punktéw osobliwych;
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(b) jesli a € [T, to istnieje punkt z,, w ktorym G(7") ma osobliwos¢;

(c) jesli o, B € [T] sa roznymi ciagami, to punkty osobliwe x, i z5 dla G(T) tez sa

rozne.

Zauwazmy, ze warunek (c) nie jest potrzebny do dowodu IT}—zupelnosci, jednak gdy on

zachodzi, to funkcja G' ma wlasnosé
VI e Tr* ([T] #0 <= G(T) ma nieprzeliczalny zbior punktow osobliwych).

Powyzsze rozwazania mozna powtorzy¢ w przypadku, gdy zamiast WE* = WF N Tr*
rozpatrujemy WF = WFNTr*. Analiza kilku wybranych dowodow IT1-—zupelnosei

prowadzi do nastepujacego wniosku.

Whiosek 4.4 (i) Zbior {(f.) € (C[0,1])N : (f) jest zbieiny punktowo poza zbiorem
przeliczalnym} jest 11} —zupelny (por. [14, 33.11]);

(i) Zbicr
NBP*={KeKR): {ze K:p (K,z) >0 :1p"(K,z) > 0}| <w}
jest I} —zupetny (por. Twierdzenie 2.17);

(iii) Zbior
SSH* ={feH:|[{z€[0,1]:0< f(z) < o} <w}

jest T} —zupetny (por. Twierdzenie 3.1).

Dowdéd. Wobec powyzszych uwag wystarczy pokazaé, ze zbiory (i)—(iii) sa koanali-
tyczne. Za kazdym razem bedziemy korzysta¢ z twierdzenia Mazurkiewicza-Sierpinskiego
[14, 29.19|, rozwazajac przeliczalne ciecia odpowiednich zbiorow.

Ad (i). Wiadomo [14, 23.18|, ze zbior
EY = {((fa),z) € (C[0,1])N x [0,1] : (fo(z)) nie jest zbiezny}
jest borelowski. Woéwczas zbior
{(fn) € (C[0, 1) : (f.) jest zbiezny punktowo poza zbiorem przeliczalnym} =

= {(fn) € (C]0, 1])N : E((}i) jest przeliczalny }
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jest koanalityczny.

Ad (ii). W dowodzie Twierdzenia 2.17 zostato pokazane, ze zbior
{(K,z) e K(R) xR:z€ K = (p (K,z) =01lub p™(K,z) =0)}
jest borelowski. Stad wynika, ze zbior
EY ={(K,2) e KR)xR:ze€ Kip (K,z)>0ip (K,z)>0)}
jest borelowski. Woéwczas zbior N BP* jest rowny
{K € K(R) : B jest przeliczalny},

wiec jest koanalityczny.

Ad (iii). Na mocy Lematu 3.4 zbi6r
E® = {(f, ) € Hx [0,1] : f'(z) istnieje oraz 0 < f'(x) < oo}
jest borelowski. Wtedy zbior SSH* jest réwny
{feH: E](c?’) jest przeliczalny},

wiec jest koanalityczny. [



Rozdzial 5
Wilasnos¢ Komjatha

Laczkovich w swojej pracy [17] pokazal, ze jesli mamy ciag (B") zbioréw borelowskich w

R taki, ze dla kazdego nieskoniczonego zbioru indekséw H C N, zbior

limsup B" = {x € R: z € B" dla nieskoriczenie wielu n € H}
neH

jest nieprzeliczalny, to istnieje nieskoniczony zbior G C N taki, ze iloczyn (), ., B"
jest nieprzeliczalny. Na pytanie, czy mozna ostabi¢ zalozenie o tym, ze zbiory B" sa
borelowskie, odpowiedzial Komjath w pracy [15]. Wykazal on, ze wtasno$¢ udowodniona
przez Laczkovicha pozostaje prawdziwa, jesli zalozymy, ze ciag (B™) sklada sie ze zbiorow
analitycznych. W pracy [15] Komjath pokazal ponadto, ze nie mozna niesprzecznie tego
zatozenia ostabiaé, rozwazajac jako B™ zbiory koanalityczne. Mianowicie jesli zalozymy
V = L, to istnieje ciag zbioréw koanalitycznych, ktéry nie ma powyzszej wlasnosci. Z
drugiej strony jezeli zalozymy M A, , to wynik Laczkovicha jest prawdziwy dla dowolnego
ciagu zbiorow (B™).

Kilka lat pozniej Halmos w pracy [12] zauwazyl, ze istnieje ciag (B™) zbioréw domknie-
tych takich, ze dla kazdego H € [N|* zbiér lim sup,,. ; B” ma miare dodatnia i jednoczesnie
dla kazdego G € [N]* zbior . B" ma miare zero. Ze wzgledu na prostote przyktadu
Halmosa zamieszczamy go ponizej w wersji dla przestrzeni Cantora (w swojej pracy Hal-
mos zastosowal zbiory Rademachera w [0, 1]).

Niech )\ bedzie kanoniczng miara produktowa na {0, 1}Y. Mozna mysleé¢ o ciggach z
{0, 1} jako o realizacjach nieskoriczonego ciagu rzutéw symetryczna moneta, a o A jako
o prawdopodobienstwie zwigzanym z ta przestrzenig probabilistyczna. Niech B™ bedzie

zdarzeniem polegajacym na tym, ze w n-tym rzucie wypadnie reszka. Formalnie,
B"={ac{0,1}":a(n) =1}, neN.

46
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(Nawigzujac do podejécia Halmosa, mozna rozwazac [0, 1] zamiast {0, 1}, miare Lebesgue’a
zamiast A i zbiory C" = {z € [0,1] : w n-tym miejscu rozwiniecia dwdjkowego x
jest 1} zamiast B".) Z lematu Borela-Cantelliego wynika, ze dla kazdego H € [N]¥
mamy A(limsup, .y B") = 1, a z drugiej strony z niezaleznosci zdarzen B™ otrzymu-
jemy A(,c B") = 0 dla kazdego G C [N]*. Zauwazmy dodatkowo, ze limsup,cy B"
jest gestym zbiorem typu G, podczas gdy (),cy B" jest domkniety i nigdziegesty, dla
dowolnego H € [N]“.

Powyzsze rozwazania staly sie motywacja do wprowadzenia nastepujacej definicji.

Niech dalej w tym rozdziale X bedzie nieprzeliczalng przestrzenia polska. Niech J
bedzie ideatem podzbiorow X. Powiemy, ze J ma wtasnosé¢ (K) (wlasnos¢é Komjatha),

gdy dla kazdego ciagu (A,) podzbioréw analitycznych przestrzeni X, z faktu, ze

VH € [N]* limsup A4, ¢ J

neH

wynika istnienie zbioru G € [N]¥ speliajacego warunek

(4. ¢J.

neG

Jak wczesniej byto wspomniane, whasnosé (K) dla ideatu zbiorow przeliczalnych udowod-
nit Komjath. W dalszej czesci pracy, modyfikujac rozumowanie Komjatha, wykazemy, ze
istnieje szersza klasa idealow o tej wlasnosci. Z drugiej strony przyklad Halmosa pokazuje,
ze o-idealy zbiorow miary zero, pierwszej kategorii oraz o-ideal generowany przez zbiory
domkniete miary zero nie maja wtasnosci (K).

Dla idealu J podzbioréw X niech
Jlsi ={AC X :3B € J(AC B i B jest zbiorem analitycznym)}.

Zauwazmy, ze J|s1 jest idealem oraz jesli J jest o-idealem, to J|s1 jest o-idealem.

Whprost z definicji whasnosci (K) otrzymujemy:
(¥) J ma wlasnos¢ (K) <= Jls: ma wlanos¢ (K).

Przypomnijmy, ze rodzina F C J nazywa si¢ baza ideatlu J, gdy kazdy zbior A € J
zawiera sie w pewnym zbiorze B € F. W zwiazku z warunkiem (%) bedziemy dalej
rozwazac tylko idealy o bazie zlozonej ze zbiorow analitycznych (moéwimy krotko, ze sa to
idealy o bazie analitycznej).

Ponizsza obserwacja T. Banakha pokazuje, ze jesli ograniczymy sie do idealéw o bazie

analitycznej, to badajac whasnosé (K), wystarczy rozwazaé o-ideaty. Dla idealu J oz-

naczmy add(J) = min{|F|: F C J oraz JF ¢ J}.
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Fakt 5.1 Jesli ideat J ma baze analityczng oraz wtasnosé (K), to add(J) > wy.

Dowo6d. Przypusémy, ze add(J) < w;. Niech Ag, Ay, As, ... bedzie wstepujacym
ciggiem zbioréw z J, ktorego suma nie nalezy do J. Mozemy zalozyé¢, ze zbiory Ag, Aq, Ao, ...
sa analityczne. Wowczas

VH € [N]* limsup A, = U A& T

neH neN

oraz

VH € [N]* () Ay = Awinm) € J.
neH

O
Zalozenie o analitycznej bazie ideatu J jest istotne. By to pokazaé, rozwazmy nastepu-
jacy ideal
I={ACR:IneNICCR(AcC|JBUCi|C|<w)},

k<n
gdzie { B, : n € N} jest rozbiciem prostej na parami roztaczne zbiory Bernsteina. Wowczas
7 jest ideatem, ale nie o-ideatem. Jednoczesnie I|E% jest identyczny z o-idealem wszys-
tkich przeliczalnych podzbiorow prostej, a zatem ma wlasnosé (K).

Przypomnijmy, ze element a algebry Boole’a B nazywa si¢ atomem, gdy
Va' € B(a' <a= (' =01ub d' = a)).
Agebre B nazwiemy atomowa, jesli
Vb € Bda € B(a < b oraz a jest atomem).

Przez 0(21) oznaczmy o—cialo generowane przez wszystkie zbiory analityczne w przestrzeni

X. Zauwazmy, ze jesli J jest o—idealem, to algebra Boole’a o(X1)/J jest o—zupelna.

Fakt 5.2 Niech J bedzie o—ideatem o bazie analitycznej. Jesli ilorazowa algebra Boole’a

o(31)/T jest atomowa, to J ma wlasnosé (K).

Dow6d. Dla zbioru A € ¢(X]) oznaczmy przez [A] odpowiadajacy mu element w
algebrze o(X1)/J. Niech (A,) bedzie dowolnym ciagiem zbioréw analitycznych w X
takim, ze

VH € [N]* limsup 4, ¢ J.

neH
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W szezegolnoSci limsup,,ey An ¢ J. Zauwazmy, ze [limsup, ey An] = A V,si[4n] # 0.
Skoro algebra o(X1)/J jest atomowa, to istnieje atom a < [limsup A,]. Poniewaz a <
VosilAn] dla kazdego k € N, wige istnieje nieskoficzenie wiele liczb n € N takich, ze
a < [A,). Potozmy H = {n € N:a < [A,]}. Wowczas zbior H jest nieskonczony oraz
a < N\, exldnl, a zatem (), .z A, ¢ J. O

Whiosek 5.3 Niech C' bedzie analitycznym podzbiorem X. Potézmy P(C) ={B C X :
B C C}. Wowezas o—ideat P(C) ma wtasnosé (K).

Dow6d. Zauwazmy, ze atomami w algebrze o(X1) /P (C) sa zbiory postaci [{x}], gdzie
rz¢C. O

5.1 o—idealy generowane przez podzialy X/FE

Niech X bedzie nieprzeliczalng przestrzenig polska. Mowimy, ze relacja £ C X x X
jest domknieta (otwarta, F,, Gy itd.), gdy jest ona domknietym (otwartym, F,, Gy itd.)
podzbiorem X x X. Niech £ C X X X bedzie relacja rownowaznosci, dla ktorej zbior
X/E klas abstrakcji [z]p = {y € X : yEx}, x € X, jest nieprzeliczalny. Niech Jg oznacza

najmniejszy o-ideal zawierajacy rodzine X/E, doktadnie niech

Jp ={B C X : I(wn)nen € X" B C | J[2a]5}-
neN

Kazdy zbior S C X taki, ze |S N [z|g| < 1 dla kazdego * € X bedziemy nazywaé
czesciowym E-selektorem.

Wprowadzimy teraz za Komjathem pomocnicze pojecie zbioréw dobrych dla ustalonego
H — nieskoniczonego podzbioru N.

Niech J bedzie nietrywialnym (tzn. X ¢ J) o-idealem podzbioréw X zawierajacym
wszystkie singletony. Ustalmy ciag (A,,) podzbioréw analitycznych X spetniajacy warunek

VH € [N]* limsup 4, ¢ J,

neH

Niech H € [N]¥ oraz Y C X. Powiemy, ze zbior Y jest dobry dla H, jesli dla kazdego
G e [H
Y Nnlimsup A, ¢ J.

neG
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Zauwazmy, ze jesli Y jest dobry dla H oraz Z C Y, Z € J, to zbior Y \ Z jest dobry dla
H. W szczegolnosci jesli Y jest domkniety i dobry dla H, to jego jadro doskonale (por.
[26, 2.6.2]) jest zbiorem dobrym dla H — bedziemy z tego kilkakrotnie korzystac.
Nastepujace Lematy 5.4 1 5.5 sg analogiczne do odpowiednich lematéw z pracy Komjatha
[15] (w [15] role ideatu J pelni [X]=¥). Dla kompletnosci opisu przytaczamy ich dowody.
Mowimy, ze zbior Hy € [N]“ jest prawie zawarty w zbiorze Hy € [N]¥, gdy zbior Hy \ Ho

jest skonczony.

Lemat 5.4 Jezeli Y = |J,oyYi jest dobry dla H, to istniejq: liczba i € N oraz zbior
H' € [H]¥ takie, ze Y; jest dobry dla H'.

Dowéd. Jezeli Yy nie jest dobry dla H, to znajdziemy H, € [H]|¥ taki, ze Yy N
limsup;cy, A; € J. Jezeli Y) nie jest dobry dla Hy, to znajdziemy H, € [Ho|“ taki, ze
Y1 Nlimsupgcy, Ax € J. Gdyby teza nie zachodzila, to znalezlibysmy ciag H D Hy D
Hy D ... taki, ze Y, Nlimsup,cy Ay € J dla kazdego n € N. Wybierzmy teraz H' € [H]”
prawie zawarty w kazdym zbiorze H,. Woéwczas Y, N limsup,cp Ar € J dla kazdego

n € N, wiec Y Nlimsupycp Ax € J, co przeczy zatozeniu. [

Lemat 5.5 Niech F, P, A C X, przy czym zbiory F i P sq domkniete, F' € J oraz PN A
jest dobry dla pewnego H € [N|¥. Wowczas istnieje punkt x € P\ F oraz H' € [H|* taki,
ze dla kazdego otoczenia U punktu x zbior (P\ F)NANU jest dobry dla H'.

Dowod. Skoro F' € J, to zbior (P \ F') N A jest dobry dla H. Zbior P\ F jest

typu F,, wiec przedstawmy P jako |J..n P;, gdzie P; sa domkniete oraz diam(P;) < 1

ieN
(gdzie diam to $rednica wzgledem ustalonej zupetnej metryki zgodnej z topologia na X).
Z Lematu 5.4 wynika, ze dla pewnego iy € N oraz Hy € [H|* zbior AN P, jest dobry dla
Hy. Przedstawmy teraz P, jako |J;cy Pii, gdzie P,y; sa domkniete oraz diam(P;,;) < 1/2.
Korzystajac ponownie z Lematu 5.4, znajdziemy i; € N oraz H, € [Hy|* takie, ze ANP,;,
jest dobry dla H;. Postepujac indukeyjnie, definiujemy ciag P D P,y D Piyiy D Pigiyiy O ---
zbioréw domknietych o Srednicach zbiegajacych do zera oraz ciag H D Hy D Hy D ...,
gdzie H,, € [H]“ taki, ze AN P, ;, jest dobry dla H,. Skoro przestrzeni X jest zupelna,

to istnieje v € ;o Pi Wybieramy teraz H' € [H]“ prawie zawarty w kazdym zbiorze

0--in "

H,,. Wowczas kazdy zbior AN P, jest dobry dla H'. Dla kazdego otoczenia U punktu

0-++0n

x istnieje liczba n € N taka, ze P; C U. Stad wynika teza. [J

0---tn
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Przed kolejnym lematem zalézmy dodatkowo, ze J jest postaci Jg dla pewnej relacji
rébwnowaznosci E typu F, o nieprzeliczalnie wielu klasach abstrakcji. Wowczas E =

Unen Ens gdzie E, sa domkniete.

Lemat 5.6 Niech P,A C X, niech P bedzie domkniety, H € [N]* oraze > 0 in € N.
Jezeli PN A jest dobry dla H, to istniejqg roztgczne zbiory domkniete Py, P, C P oraz
H' € [H)¥ takie, ze diam(Py) < €, diam(Py) <&, (Pox P)NE, =0 oraz ANFPy i AN P,
sq dobre dla H'.

Dowo6d. Na mocy Lematu 5.5 (dla F' = () istnieja: punkt zq € P oraz zbior
Hy € [H]” takie, ze dla kazdego otoczenia U punktu zq zbior PNANU jest dobry dla H.
Zauwazmy, ze zbior (E,),, jest domkniety oraz nalezy do Jg, bo (E,)., C Fx, = [xo]r €
Jr. Na mocy Lematu 5.5 (dla F = (E,),,) istnieja 1 € P\ (E,), oraz H; € [Hyl"
takie, ze dla kazdego otoczenia V' punktu z; zbior (P\ (E,).,) VANV jest dobry dla H;.
Poniewaz (xg, z1) ¢ E,, wiec z domknietosci E,, wynika istnienie otoczen otwartych U"i V'
odpowiednio punktow xq i xq takich, ze cl(U")Necl(V') = 0 oraz (cl(U") x (V') NE,, =0,
przy czym mozemy zalozy¢, ze diam(U’) < e, diam(V') < e. Potézmy Py = P N cl(U’)
oraz P, = PN cl(V’). Jest jasne, ze H' = Hy oraz Py i P; speliaja teze lematu. O

Twierdzenie 5.7 Niech E bedzie relacjg rownowaznos$ci typu F, o nieprzeliczalnie wielu
klasach abstrakcji na nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej X. Wowczas dla kazdego ciggu
(A7) zbiorow analitycznych w X o tej wlasnosci, ze
VH € [N]* limsup A7 ¢ Jp
jeH
istniejq: 2bior G € [N]¥ oraz zbiér P homeomorficzny z {0, 1} bedgcy czesciowym E-

selektorem takie, ze P C (\;cq A7 W szczegdlnodei o—ideat Jg ma wtasnosé (K).

Dowéd. Odrzucajac zbior przeliczalny, mozemy zatozy¢, ze X jest zbiorem doskon-
alym. Ponadto mozemy zalozy¢, ze diam(X) < 1. Przedstawmy E w postaci F =
Unen Ens gdzie E, sa domkniete. Niech AJ bedzie ciggiem zbioréw analitycznych takich,
ze

VH € [N]* limsup A7 ¢ Jpg.

jeH
Przedstawmy A’ jako wynik operacji Suslina (por. [14, 25.7]):

A= (P

zeNN neN
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) < = oraz

gdzie szm sg zbiorami domknietymi, diam(Fj -~

zln

C F’

2im)-

Vn,m € N(n > m = F’

zln

Dla s € N polézmy Al = UzeNN,zm:s MNeen sz|k.

Bez straty ogolnoéci mozemy zalozyé, ze A° = X. Przeprowadzimy teraz konstrukcje
indukcyjna. W n-tym kroku wybierzemy liczbe j,, € N, zbiory doskonate P, (s € {0,1}"),
ciagi skoniczone t(k,s) € N* (k < n, s € {0,1}") oraz zbior H, € [N]* spelniajace

nastepujace warunki:
(1) jn > jn—h Hn € [Hn—l]wa ]n € Hn—l;
(2) PSAUJ PsAl C Ps; PSAO N PsAl = @, (PSAO X Ps“l) N En = ®7 dla s € {Oa 1}n71;

(3) diam(P,) < —5 dla s € {0,1}%;

S

(4) PN Aggo NaPey A{gn,s) jest dobry dla H,, gdy s € {0,1}";
(5) P.C Efy, N..nFy  dlas e {0,137
(6) t(k,s) C t(k,s0), t(k,s) Ct(k,s'1)dlase{0,1}" 1ik<n-—1.

Warunki (2) i (3) gwarantuja, ze zbior

P-n U »

neN s€{0,1}n

jest doskonaly (homeomorficzny z {0,1}Y) i kazdy punkt tego zbioru lezy w innej klasie
abstrakeji relacji E, wiec P ¢ Jg. Jesli x € P, to z (2) wynika, iz dla kazdego n € N
istnieje dokladnie jeden ciag s, taki, ze © € P, . Ponadto sy C s; C s9 C .... Niech

i €N. Z (5) dlan >iwynika, ze x € FJ.

(4,8n)7
t(i, Siy9) C ... Stad x € Ag(z s C AJi. W konsekwencji P C )

a z (6) otrzymujemy t(i,s;) C t(i,8;11) C
ey A7 1 przyjmujac
G = {jo, J1,.--}, mamy teze.

Pozostaje nam zdefiniowa¢ obiekty spelniajace (1)—(6) przez indukcje wzgledem n.
Potézmy j90 = 0, Py = X, Hy = N. Z zalozenia twierdzenia X jest dobry dla N. Ktadac
t(0,0) = 0, otrzymamy (1)—(6) dla kroku zerowego.

Zalozmy, ze n € N oraz ze wybralismy juz j, (dla k <n), P, (dla s € {0,1}*, k <n),
t(k,s) (dla k <1< n,se€{0,1}) oraz Hy, (dla k < n).

Najpierw pokazemy, ze istnieja: liczba j € H,, taka, ze j > j, oraz zbior H], € [H,]¥

spetniajace warunek
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(7) Vs € {0, 1}"(P, Ay, N NAT:

t(n,s)

N A7) jest dobry dla H)).

Przypusémy przeciwnie, ze dla kazdego j € H,,, j > jn, i dla kazdego H € [H,|* zachodzi
3G € [H]* 35 € {0,1}" (PN Af N NAT AT N liIIlesGup A" e Jg).
Postepujac indukeyjnie, znajdziemy liczby ky < ky < ... oraz zbiory H, = Gy D G1 D ...

takie, ze k,, € G, € [N]¥ oraz

Vm € N 3s,, € {0,1}" (P,,, N A”

sm 1 A4(0,5m)

Nn...N A{” 0 AFm A limsup A” € JE).

(m,8m r€Gm 41
Poniewaz istnieje tylko 2™ mozliwosci wyboru s,,, wiec istnieje ciag s € {0,1}" taki, ze
zbior T' = {k,, : s,, = s} jest nieskoriczony. Wowczas I jest prawie zawarty w G,,, dla
wszystkich m € N. Stad otrzymujemy

PN Al N nAR 0 ([ A™) Nlimsup A” € T

merl rel’

Ale to jest niemozliwe, bo limsup,.p A" C ,,.r A™ oraz zachodzi (4). Zatem istnieje

mer
liczba j > j,, 7 € H,, spelniajaca (7). To bedzie nasz wybor liczby j, 1.

Stosujac (7) oraz Lemat 5.6 do zbioru Py i rozwazajac jadra doskonate odpowiednich
zbioréw domknietych, znajdziemy roztgczne zbiory doskonate Py, P,y C P, takie, ze
diam(Pg), diam(Ps) < = (Pyo X Py1) N E, = 0 oraz zbior H” € [H!]* taki, ze dla

wszystkich s € {0,1}" oraz i =0, 1

Pei ARG N NAJ 0 AT jest dobry dla H),.

Zbior A{(()()’S) N...N Ai?ﬂ}s) N AJn+1 jest zawarty w nastepujacej sumie
U U U @bn..nai.
20€EN"HL 265¢(0,5) 2, €NHL 2, Dt(n,s) 241 ENHL
Z Lematu 5.4 wynika, ze pewien skltadnik tej sumy jest dobry dla H!. Zatem stosujac
2" razy Lemat 5.4, znajdziemy H, dajacy te wlasnosé dla wszystkich s € {0,1}" oraz
i = 0,1. Definiujemy ciagi t(0, s%),..., t(n + 1,5%) jako z2o,...,2,4+1 odpowiadajace s7i.
Nalezy jeszcze ,poprawi¢” zbiory P,-; tak, by speniaty (5). Polozmy

) ] jn
Qsi = Psi N Fjg op N O FGE -

Poniewaz dla kazdego s mamy Al C FJ, wiec zbiory Q. oraz P, maja takie samo
przeciecie ze zbiorem

J Jn
At?O,sAi) n...n At(njl,s%)'
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Zatem zachodzi (4). Usuwajac z kazdego domknietego zbioru Qs-; co najwyzej przeliczal-
nie wiele punktow i pozostawiajac jego jadro doskonate, otrzymamy zbiér doskonaly P;-;.
Jest on nadal dobry dla H,, ktory to zbior nazwiemy teraz H,,;. Warunki (1)-(6) sa
spelione. [

Schemat powyzszego dowodu taczy w sobie pomysty z oryginalnego dowodu twierdzenia
Komjatha [15] z idea fuzji dajacej czesciowy E-selektor homeomorficzny z {0, 1} |26,
2.6.7,2.6.8]. W szczegolnosci, jesli E jest relacja rownosci =, to otrzymujemy twierdzenie
Komjatha (zatem o—ideal zbiorow przeliczalnych bedziemy oznacza¢ przez J-). Nastepu-
jacy wniosek z Twierdzenia 5.7 jest prawdopodobnie znany, cho¢ trudno go znalez¢ w

literaturze. Jest on wzmocnieniem wyzej cytowanych faktow z [26].

Whiosek 5.8 Niech A C X bedzie zbiorem analitycznym. Jesli E jest relacjg réownowaznosci
typu Fy na X o nieprzeliczalnie wielu klasach abstracji oraz A ¢ Jg, to istnieje zbidr

P C A homeomorficzny z {0, 1} i bedgcy czedciowym E-selektorem.

Dowo6d. Wystarczy potozyé A, = A dla kazdego n € N. [J

5.2 Parametryczna wlasnos¢ Komjatha

Powiemy, ze o-ideal J podzbioréw przestrzeni polskiej Y ma wtasnos¢ Mazurkiewicza—
Sierpinskiego, gdy dla kazdej przestrzeni polskiej X oraz kazdego zbioru analitycznego
A C X xY zbior {x € X : A, ¢ T} jest analityczny. Przyktadami o—ideatow o
wlasnosci Mazurkiewicza—Sierpinskiego sa o—idealy zbioréw przeliczalnych [14, 29.19],

zbioréow pierwszej kategorii |14, 29.22] oraz zbioréw miary zero |14, 29.26].

Lemat 5.9 Niech Y bedzie przestrzeniq polskqg. Niech E bedzie relacjg rownowaznosci
typu F, na'Y o nieprzeliczalnie wielu klasach abstracji. Wowezas zbior {L € K(Y) : L

zawiera doskonaly czesciowy E-selektor} jest analityczny w przestrzeni K(Y').

Dowéd. Niech E = |, .y En, gdzie zbiory E,, n € N, sa domkniete. Niech (U;)

neN

bedzie przeliczalng baza Y. Woéwczas
L zawiera doskonaly czesciowy E-selektor <=

K € K(Y), KCLVineN [UinK #0 = 3,k eN c(U) Uc(Uy) C U,

AUINCA(UR) = 0, diam(U3), diam(Uy) < n%l UK + 0, UK + 0, (UixU)NE, = 0)].
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W standardowy sposob pokazuje sie, ze powyzsza formuta opisuje zbiér analityczny, zatem
wystarczy udowodni¢ powyzsza réwnowaznosc.

Niech K C L bedzie doskonalym czesciowym E-selektorem. Skoro K jest doskonaty,
to dla kazdego n € N i dla kazdego zbioru U;, ktory ma niepuste przeciecie z K, zbior
U;NK ma co najmniej dwa punkty, ktore mozemy rozdzieli¢ zbiorami postaci cl(U;), cl(Uy)
o $rednicach mniejszych niz 1/(n + 1) zawartymi w U;. Z domknietosci E,, i tego, ze K
jest czesciowym E-selektorem wynika, ze mozemy dodatkowo zatozy¢ (U; x U,) NE,, = 0.

Odwrotnie zatozmy, ze istnieje zbiér K C L opisany powyzej. Wowczas mozemy przez
indukcje wzgledem dhtugosci ciggu s zdefiniowa¢ rodzine niepustych zbioréw otwartych

{Vi:s€{0,1}<N} C {U; : i € N} o nastepujacych wlasnosciach:
(i) VinK #0;
(i) cl(Vio) Ucl(Vi1) C Vi, cl(Viro) Nel(Viry) = 0
(iif) diam(Vs) < s
(iv) (Vo X V1) N Ejg1 = 0;

dla kazdego s € {0,1}<N. Wtedy zbior K’ =,y Useqo.1yn €l(Vs) N K jest doskonalym

czesciowym FE—selektorem zawartym w L. [

Fakt 5.10 Niech E bedzie relacjg réwnowaznosci typu F, na'Y o nieprzeliczalnie wielu

klasach abstrakcji. Wowczas Jg ma wtasnosé Mazurkiewicza—Sierpinskiego.

Dowéd. Niech zbior B C Y bedzie analityczny oraz niech F C Y x N (gdzie N/
oznacza przestrzen Baire’a NVY) bedzie zbiorem domknietym takim, ze projy(F) = B.
Wowcezas

B¢ Jp =
JK € K(Y x N)[K C F A projy(K) zawiera doskonaly czesciowy E-selektor].

Aby pokazaé =", zalézmy, ze B ¢ Jp. Wowczas na mocy Wniosku 5.8 istnieje zbior
doskonaly P C B, ktory jest czesciowym E-selektorem. Zauwazmy, ze P = projy ((P X
N)NF). Namocy [14, 29.20] istnieje zbior K C (PxN)NF, ktory jest homeomorficzny ze
zbiorem Cantora oraz projy (K) jest takze homeomorficzny ze zbiorem Cantora. Poniewaz
projy (K) C P, wiec projy(K) jest doskonalym czeSciowym FE-selektorem. Implikacja

,<" jest oczywista.
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Niech zbior A C X xY bedzie analityczny i wybierzmy zbior domkniety ' C X xY x N
taki, ze projxxy(F) = A. Wowczas dla dowolnego x € X mamy A, = projy(F,) oraz

F, CY x N jest domkniety. Z udowodnionej rownowaznosci dla dowolnego z € X mamy
A, ¢ Jp <~

dK € K(Y x N)[K C F, A projy(K) zawiera doskonaly czesciowy E-selektor].

Zdefiniujmy zbior R C X x K(Y x N') wzorem
(2, K)eR <= KCF, < {2} xK CF.

Wowczas R jest domkniety. Ponadto na mocy [14, 4.29(vi)] odwzorowanie K +— projy (K)
jest ciagla funkcja z (Y x N) w (V). Zatem na mocy Lematu 5.9 mamy teze. [J
Zacytujemy teraz kilka definicji z [22] oraz [14, 19.D]. Dla « € [N]<* oraz H € [N}*

takich, ze max(«a) < min(H) zbiér postaci
o, Hl={GeN:aCGCaUH}

nazywamy otoczeniem Ellentucka. Topologia generowana przez baze otoczen Ellentucka
nazywa si¢ topologia Ellentucka na [N]*. Mowimy, ze zbior A C {0,1}Y x [N]* jest
doskonale Ramsey’a (perfectly Ramsey), gdy dla kazdego zbioru doskonatego P C {0, 1}
i dowolnego otoczenia Ellentucka [«, H] istnieje zbior doskonaly @ C P oraz G € [H]
takie, ze albo @ x [a, G] C A albo (Q X [o,G]) N A = 0. Zbioér A C [N]* nazywamy ze-
rowym Ramsey’a, gdy jest on zbiorem pierwszej kategorii (rownowaznie, nigdziegestym)
w topologii Ellentucka. Przez rg oznaczmy o-ideal zbior6w zerowych Ramsey’a. Traktu-
jemy [N]“ jako podprzestrzen polska przestrzeni {0, 1}V, identyfikujac zbiory H € [N]“ z
ich funkcjami charakterystycznymi.

Ponizsze twierdzenie bedzie uzytecznym narzedziem w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 5.11 (Pawlikowski [22]) Jezeli zbior A C {0,1} x [N]“ jest analityczny,

to jest doskonale Ramsey’a.

Nastepne twierdzenie jest parametryczng wersja Twierdzenia 5.7. Jego dowod jest
analogiczny do dowodu parametrycznej wersji twierdzenia Komjatha opublikowanej w [9].
Parametryczne wersje roznych znanych twierdzein mozna znalez¢ w [20]; Twierdzenie 5.11

tez jest przyktadem takiego rezultatu.
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Twierdzenie 5.12 Niech X 1Y bedq nieprzeliczalnymi przestrzeniami polskimi. Niech J
bedzie o—ideatem na'Y, ktory ma wtasnosé (K) oraz wtasno$é Mazurkiewicza—Sierpinskiego.

Niech (A%)jen bedzie ciagiem zbiordw analitycznych w X XY takim, Ze

Vor € X VH € [N]* (limsup A ¢ J).

jeH
Wowezas istniejq zbior doskonaty P C X oraz H € [N]|* takie, Ze
Ve P ([1AL¢J).
jEH

Dowd6d. Poniewaz X jest nieprzeliczalng przestrzenig polsks, wiec zawiera podzbior
X’ homeomorficzny z {0,1}N. Jedli znajdziemy P C X' taki jak w tezie, to bedzie on

rowniez spetnial teze dla X. Zatem mozemy zalozy¢, ze X = {0, 1}N. Potézmy
A={(z,H) e {0,1}" x [N]*: () 4] ¢ J}.
JjeH

Rozwazmy nastepujacy zbior

B ={(z,H,y) € {0,1}" x [N* x Y : (z,y) € nAj}Z

{(z,H,y) € {0,1}N x [N]* xY :Vj € N(j ¢ H lub (z,y) € A))}

i zauwazmy, ze jest on analityczny. Zatem zbior
A={(z,H) € {0,1}" x [N]*: By ¢ I}

jest analityczny, gdyz J ma wlasno$¢ Mazurkiewicza—Sierpiniskiego. Teraz na mocy
Twierdzenia 5.11 zbior A jest doskonale Ramsey’a. Zatem istnieja: zbiér doskonaly
P c {0,1} oraz H € [N]“ takie, 7e albo P x [0, H] C A albo (P x [0, H]) N A = .
Przypadek drugi jest niemozliwy, gdyz z faktu, ze J ma wtasnos¢ (K) wynika, iz dla
kazdego x € P istnieje G € [H]“ taki, ze ;. A’ ¢ J. Przypadek pierwszy oznacza, ze

VeeP ((AL¢J).0

jEH

Zauwazmy teraz, ze Twierdzenie 5.12 mozemy zastosowa¢ do odpowiednich o—-idealow

typu Jg, korzystajac z Twierdzenia 5.7 i Faktu 5.10. Wéwczas otrzymamy
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Whniosek 5.13 Niech X @ Y bedqg nieprzeliczalnymi przestrzeniami polskimi. Niech E
bedzie relacjq rownowaznosct na Y typu F, o nieprzeliczalnie wielu klasach abstrakcji.
Niech (A%)jen bedzie ciagiem zbiordw analitycznych w X X Y takim, Ze
Vo € X VH € [N]” (limsup A2 ¢ Jg).
jeH

Wowezas istniejq: zbior doskonaty P C X oraz H € [N]¥ takie, Ze

VeeP ()AL ¢ JTr)

JjeEH
5.3 Niezmienniczos§¢ wtasnosci (K) wzgledem pewnych
operacji

Niech X iY beda nieprzeliczalnymi przestrzeniami polskimi. Woéwczas istnieje borelowski
izomorfizm ¢ : X — Y miedzy tymi przestrzeniami (por. [14, 15.6]). Niech J bedzie

o—-idealem podzbioréw przestrzeni X. Okreslmy o—ideal wzorem
px(J)={p(4): Ac J} CP(Y).

Whprost z definicji wtasnosci (K) i niezmienniczosci zbioréw analitycznych wzgledem izomor-

fizmu borelowskiego wynika nastepujacy

Fakt 5.14 Przy powyzszych zatoZeniach J ma wlasnosé (K) wtedy i tylko wtedy, gdy
o * (J) ma wtasnosé (K).

Whiosek 5.15 Niech X bedzie przestrzeniq polskq bez punktow izolowanych © niech J
bedzie o—ideatem wszystkich zbiorow pierwszej kategorii w przestrzent X. Wowczas J nie

ma wlasnosci (K).

Dowé6d. Jak pokazaliSmy na poczatku tego rozdzialu, o—ideal wszystkich zbiorow
pierwszej kategorii w {0, 1} nie ma wlasnosci (K). Na mocy [6, 3.15] istnieje borelowski

izomorfizm ¢ : {0, 1} — X taki, ze dla kazdego A C {0, 1}V zachodzi rownowaznosé
A jest zbiorem I kategorii <= (A) jest zbiorem I kategorii.

Zatem J nie ma wlasnosci (K) na mocy Faktu 5.14. O
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Whniosek 5.16 Niech X bedzie przestrzeniq polskq i niech v bedzie ciqggtq miarg borelowskg

na X. Niech J bedzie o—ideatem zbiorow v miary zero. Wowczas J nie ma wltasnosci

(K).

Dowéd. Jak pokazaliSmy na poczatku tego rozdzialu o-ideal wszystkich zbioréw
miary zero w [0, 1] nie ma wlasnosci (K). Niech p bedzie miara Lebesgue’a na [0,1]. Na
mocy [14, 17.41] istnieje izomorfizm borelowski ¢ : X — [0, 1] miedzy X i [0, 1] taki, ze
dla kazdego zbioru A C [0, 1]

w(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v(¢ ' (A)) = 0.

Zatem J nie ma wiasnosci (K) na mocy Faktu 5.14. O
Niech X 1Y beda przestrzeniami polskimi. Niech Z bedzie c—idealem na X, zas J

o-idealem na Y. Definiujemy produkt Fubiniego tych o-idealéw wzorem
IQTJ={ACXxY:{reX:A, ¢J}eTl}

Wowezas T ® J jest o-ideatem.
Niech X bedzie przestrzenia polska i niech Z, J beda o—-idealami w X takimi, ze
Z C J. Powiemy, ze para (Z,J) ma wlasnos¢ (K), gdy warunek
VH € [N]* limsup A4, ¢ J
neH

implikuje istnienie zbioru G € [N]* takiego, ze

(A ¢T.

ne@
Fakt 5.17 Niech E bedzie relacjg rownowaznosci typu F, na nieprzeliczalnej przestrzeni
polskiej X o nieprzeliczalnie wielu klasach abstrakcji. Niech {0} bedzie o—ideatem (ztozonym

jedynie ze zbioru pustego) na przestrzeni polskiej Y. Wowczas o—ideal Jp @ {0} ma wlas-

no$é (K).

Dowod. Pokazemy, ze Jp ® {0} jest o-idealem typu Jz dla pewnej relacji E typu
F,na X xY. Dla (z,y), («,y') € X x Y polozmy

(z,y)E(2,y) <= zEx.
Jest jasne, ze relacja E jest typu F,. Ponadto dla kazdego A C X x Y mamy

AeJy = 3z,) e XN (AC |Jmalp xY) =

neN
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ABeJp (ACBXY) <= {z€X A, #0}e€Js — Ac Jpx{0},

co wobec Twierdzenia 5.7 daje teze. [J

Fakt 5.18 Niech J bedzie o—ideatem o wtasnosci (K) podzbioréw nieprzeliczalnej przestrzens
polskiej Y. Niech {0} 1 J- bedq o—ideatami na nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej X —
pierwszy ztozony jedynie ze zbioru pustego, drugi ztozZony ze wszystkich zbiorow przeliczal-
nych. Wowezas {0} @ T ma wtasnosé (K) wtedy i tylko wtedy, gdy para ({0} T, T-®7T)

ma wtasnosé (K).

Dowéd. ,,=" Niech (A,,) bedzie dowolnym ciggiem zbiorow analitycznych w X x Y
takich, ze dla kazdego H € [N]* mamy limsup, .y A, ¢ J- ® J. Wowczas tym bardziej
limsup, .y An ¢ {0} ® J dla kazdego H € [N]*. Poniewaz {0} ® J ma wlasnos¢ (K),
wiec istnieje zbior G € [N]“ taki, ze (,cq An € {0} ® J.

,<" Przypusémy, ze {0} ®J nie ma wtasnosci (K). Oznacza to, ze istnieje ciag (A7) jen

zbioréw analitycznych w X x Y taki, ze
VH € [N]*(limsup 47 ¢ {0} ® J)
jEH

oraz dla wszystkich G' € [N|* mamy (., 4’ € {0} ® J. Dla H € [N]* niech Ay = {z €
X :limsup;cy AL ¢ J}. Jezeli dla wszystkich H € [N]“ zbior Ay jest nieprzeliczalny, to
mamy teze.

Przypusémy, ze istnieje Hy € [N] taki, ze Ap, jest przeliczalny. Zauwazmy, ze jezeli
G jest prawie zawarty w G', to Ag C Ag. Gdyby dla wszystkich G € [Ho|* zachodzita
rownos¢ Ay, = Ag, to na mocy wlasnosci (K) dla kazdego © € Ap, istniatby G € [Hy)*
taki, ze
istnieje G € [Hy|* taki, ze Ag # Ap,. Definiujemy teraz przez indukcje pozaskoniczona
ciag (H,) dla o < wy. Niech Hypy € [H,|* bedzie taki, ze Ap,,, # Apn,. Jedli a jest

ica AL & J, co by przeczyto temu, ze {(}} ® J nie ma wlasnosci (K). Zatem

graniczna, to znajdziemy zbior H, € [Ho|*, ktory jest prawie zawarty we wszystkich Hg
dla § < a. Wtedy Ap, C Apg, dla 8 < a. Wida¢ ponadto, ze Ag, # Ag, dla 8 < a.
Zdefiniowalismy zatem $cisle malejacy ciag {Apy, : « < wi} zbioréw przeliczalnych, co
daje sprzeczno$é. [

W zwiazku z Faktem 5.18 nierozwiazany pozostaje problem, czy o—ideal {0} x J- ma
wilasnosé (K).

Nastepne twierdzenie pokazuje, jak duzo o—idealéw o wlasnosci (K) mozna przecigé,

by otrzymany o-ideal mial whasnosé¢ (K). Polozmy

cov(rg) = min{|F| : F C rq oraz U]—" = [N]“}.
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Sz. Plewik [24] udowodnil, ze cov(ry) = b, gdzie b jest liczba kardynalng zdefiniowana
przez Balcara, Pelanta i Simona (por. [1]). Dowodzi sie, ze w; < h < 2 oraz ze istnieja

modele ZFC, w ktorych obie nieréwnosci lub jedna z nich jest ostra (por. [28]).

Twierdzenie 5.19 Niech X bedzie nieprzeliczalng przestrzeniq polskq. Niech {Js : s €
S} C P(X) bedzie rodzing mocy mniejszej niz cov(ry) ztozong z o—ideatow o wlasnosci

(K). Wowczas (g Js ma wtasnosé (K).
Dowéd. Niech (A,,) bedzie ciagiem zbioréw analitycznych w X takich, ze

VH € [N]* limsup A, ¢ ﬂ Ts.

neH seS

Niech Q, = {H € [N]* : limsup,cy A, ¢ J:} dla s € S. Wowezas (J,.q Qs = [N]*.
Poniewaz |S| < cov(rg), wiec istnieje indeks ¢ € S taki, ze Q; jest gesty w pewnym
otoczeniu Ellentucka [a, H]. Stad otrzymujemy

VG € o, H] limsup A, ¢ J;,

neG

co wobec tego, ze a jest zbiorem skonczonym oznacza, ze

VG € [H]” limsup A, ¢ J;.

neaG

Z wlasnosci (K) dla o-ideatu J; wynika, ze istnieje zbior G' € [H]“ taki, ze (), An & Ti-
Zatem (), . An & [\yeg JTs- O

Gdy dana jest nieskonczona rodzina o-ideatow o wtasnosci (K), ktore zawieraja o—
ideal wszystkich zbioréw przeliczalnych, to nie jest jasne, czy przeciecie tej rodziny sktada
sie tylko ze zbioréw przeliczalnych. Gdyby tak bylo, to Twierdzenie 5.19 wynikaloby
wprost z twierdzenia Komjatha. Pokazemy jednak, ze istnieje continuum wiele réznych o—
ideatow o whasnosci (K) — kazdy z nich zawierajacy wszystkie singletony, ktorych przeciecie

nie jest o-ideatem zbiorow przeliczalnych, lecz ma wtasnosé (K).

Przyklad 5.20 Dla kazdego z € [0,1] niech J, bedzie o-idealem podzbiorow [0, 1)
generowanym przez zbiory {0} x [0,1], {z} x [0,1] oraz {(z,y)} dla x € (0,1] \ {z} i
y € [0,1]. Inaczej mowiac o—-ideal J. jest generowany przez rodzing [0,1]?/E.,, gdzie

relacja rownowaznosci E, C [0,1]? x [0,1]? jest dana przez formule

(,9)E.(2',y) < (z=2"=0vVe=2'=z2V(x=2"ANy=1)),
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czyli J, = Jg,. Poniewaz relacja £, jest domknieta i ma nieprzeliczalnie wiele klas

abstrakeji, wiec J, ma wtasnos¢ (K) na mocy Twierdzenia 5.7. Zauwazmy, ze
jO = m jz~
2€(0,1]

Zatem przeciecie continuum wielu o—idealéw o wlasnosci (K) nie musi by¢ o—ideatem

zbioréw przeliczalnych.
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